Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Savivaldybiy etapo uZduoliy sprendimai ir atsakymai 9-10 klasei
2024 m.

1 uzdavinys. Staciojo trikampio krastiniy ilgiai yra realieji skaiciai =, 2kx ir
3k2z. Raskite visas galimas skai¢iaus k reik§mes.

2 uzdavinys. Petriukas uzsimané tapti tarptautinés matematikos olimpia-
dos IMO nugalétoju, todél besitreniruodamas net Simta dieny i$ eilés sprendé
matematikos olimpiadinius uzdavinius. Kiekviena diena, i8skyrus pirmaja, Pet-
riukas i8spresdavo vienu uzdaviniu maziau, nei vakarykste diena, jei diena buda-
vo sauléta. Ta dieng jis eidavo i lauka ir maziau laiko likdavo uzdaviniams. Jei
diena pasitaikydavo apsiniaukusi, Petriukas iSspresdavo vienu uzdaviniu dau-
giau, nei vakarykste diena. Pvz., jei SeSta dieng Petriukas iSsprendé tris uz-
davinius, tai septinta diena iSsprendé tik du, jei septinta diena buvo sauléta,
arba keturis uzdavinius, jei apsiniaukusi. Visos dienos buvo arba tik saulétos,
arba tik apsiniaukusios, nebuvo tokiy dieny, kai dalis dienos sauléta, kita dalis
apsiniaukusi. Per pirmas devyniasdeSimt devynias dienas Petriukas iSsprendé
148 uzdavinius. Kiekvieng dieng Petriukas iSspresdavo bent po viena uzdavinj.

a) Koks oras buvo 8imtaja diena?

b) Kiek daugiausiai galéjo buti apsiniaukusiy dieny tarp Simto dieny?

3 uzdavinys. a) Skai¢iy 2024 isreikskite tokia suma
2024 =a1 -1 +as-2'+ ... +ag - k!,

¢la k yra naturalusis skaiCius, k! = 1-2-3-... -k, a; yra sveikieji skaiciai,
tenkinantys nelygybes 0 < q; <[, 1 =1, 2,... k.

b) Paaiskinkite, kodél sumoje esantis skai¢ius a1 nustatomas vienareiksmiskai.
Kam yra lygus skaiéius a7

c¢) Irodykite, kad skai¢iy 2024 galima vieninteliu budu iSreiksti nurodyta
suma, t.y. ne tik skai¢ius a; nustatomas vienareikSmiskai, bet ir visi kiti skai¢iai
a;, 1 =2, 3,...,k bei skai¢ius k nustatomi vienareikSmigkai.

4 uzdavinys. AF yra trikampio ABC pusiaukampiné (taskas E yra krastinéje
BC). Raskite trikampio ABC kampus, jei AE = EC ir AC = 2AB.

5 uzdavinys. a) I kiekviena 10 x 10 lentelés langelj yra jraSyta po viena
sveikajj skai¢iy. Gretimuose langeliuose, turinciuose bendra krastine, esantys
skaiciai skiriasi ne daugiau kaip penkiais vienetais. Irodykite, kad egzistuoja
bent du langeliai, kuriuose jrasyti skai¢iai sutampa.

b) Ar butinai egzistuoja du langeliai, kuriuose jrasyti skaifiai sutampa, jei
lenteléje suraSyti skai¢iai yra ne sveikieji, o racionalieji? Atsakymg pagriskite.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Savivaldybiy etapo uZduoliy sprendimai ir atsakymai 9-10 klasei
2024 m.

1 uzdavinys.

Staciojo trikampio krastiniy ilgiai yra realieji skai¢iai x, 2kx ir 3k?2. Raskite
visas galimas skaiCiaus k reikSmes.

Atsakymas: \/2 +/13/3; \/\/ﬁ —2/3.

Sprendimas. Pirmiausia pastebésime, kad skai¢iai x ir 2kz yra teigiami,
todél skai¢ius k taip pat turi buti teigiamas. Neigiamas k reikSmes atmesime.

Galimi trys atvejai.

1) Izambiné yra skai¢ius 3k?z. Pagal Pitagoro teorema sudarome bikvadrat-
ine lygt]

1+ 4k% = 9k*.

Ja issprende gauname vieng atsakyma k = /2 + v/13/3.
2) Tzambiné yra skai¢ius x. Pagal Pitagoro teorema sudarome bikvadratine
lygt]
1 = 4k* + 9k™.

Ja i8sprende gauname antra atsakyma k = /13 — 2/3.
3) [Zzambiné yra skai¢ius 2kz. Pagal Pitagoro teorema sudarome bikvadratine
lygti
1+ 9k* = 4k>.

Si lygtis sprendiniy neturi.

2 uzdavinys. Petriukas uzsimané tapti tarptautinés matematikos olimpia-
dos IMO nugalétoju, todél besitreniruodamas net Simta dieny i§ eilés sprendé
matematikos olimpiadinius uzdavinius. Kiekviena diena, iSskyrus pirmaja, Pet-
riukas iSspresdavo vienu uzdaviniu maziau, nei vakarykste diena, jei diena budavo
sauléta. Ta dieng jis eidavo j lauka ir maziau laiko likdavo uzdaviniams. Jei di-
ena pasitaikydavo apsiniaukusi, Petriukas iSspresdavo vienu uzdaviniu daugiau,
nei vakarykste diena. Pvz., jei SeSta diena Petriukas iSsprendeé tris uzdavinius,
tai septinta dieng iSsprendé tik du, jei septinta diena buvo sauléta, arba keturis
uzdavinius, jei apsiniaukusi. Visos dienos buvo arba tik saulétos, arba tik apsini-
aukusios, nebuvo tokiy dieny, kai dalis dienos sauléta, kita dalis apsiniaukusi.
Per pirmas devyniasdeSimt devynias dienas Petriukas i8sprendé 148 uzdavinius.
Kiekviena dieng Petriukas iSspresdavo bent po viena uzdavinj.

a) Koks oras buvo $imtaja dieng?

b) Kiek daugiausiai galé¢jo buti apsiniaukusiy dieny tarp Simto dieny?

Atsakymas: apsiniauke; 51.



Sprendimas. Pirmiausia pastebésime, kad negali buti dviejy i$ eilés einanciy
dieny, kuriomis Petriukas i8sprendé ta patj uzdaviniy skai¢iy. Todél per dvi is
eilés einanc¢ias dienas buvo i$spresta ne maziau kaip trys uzdaviniai. [ 99 dienas
telpa 49 pilnos dieny poros. 49 - 3 = 147. Taigi, 99-taja, o taip pat ir pirmaja,
Petriukas issprendé po 1 uzdavinj. Todél yra jmanomas vienintelis variantas, kai
lyginémis dienomis iSsprendé po du uZdavinius, o nelyginémis — po viena. Jei
8imtoji diena buty sauléta, tai jis buty ta dieng iSsprendes nulj uzdaviniy, t.y.
vienu maziau, nei 99-taja, o tai priestarauja uzdavinio salygai. Taigi atsakymas
yra "apsiniauke".

b) Lyginémis dienomis buvo apsiniauke. Sauléta buvo nelyginémis dienomis,
isskyrus pirmaja, kai galéjo buti tiek sauléta, tiek apsiniauke. Todél atsakymas
yra 5H1.

3 uzdavinys. a) Skaifiy 2024 isreikskite tokia suma
2024 =aq -l 4+as -2+ ...+ ap - k!,

¢la k yra naturalusis skaiCius, k! = 1-2-3-... -k, a; yra sveikieji skaiciai,
tenkinantys nelygybes 0 < aq; <[, 1 =1, 2,...,k.

b) Paaiskinkite, kodél sumoje esantis skai¢ius a1 nustatomas vienareiksmiskai.
Kam yra lygus skaiéius a7

c¢) Irodykite, kad skai¢iy 2024 galima vieninteliu budu iSreiksti nurodyta
suma, t.y. ne tik skai¢ius a; nustatomas vienareikSmiskai, bet ir visi kiti skai¢iai
a;, 1 =2, 3,...,k bei skai¢ius k nustatomi vienareikSmigkai.

Atsakymas: 2024 =0-1!+1-2!+1-3!'+4-414+4-5'4+2-6.

Sprendimas. b)

a; =ap - 11=2024 — (ag - 2!+ ... + ax - k).

Visi desinéje puséje esantys démenys yra lyginiai, todél lyginis yra ir a;. Taigi
ap = 0.
¢) I8 nelygybés
5040 =7!'>2024 > 6! >1-114+2-214 ... +5-5! =599,

iSplaukia, kad skai¢ius k = 6 nustatomas vienareiksmiskai.
IS nelygybés

2160=3-6!>2024 >2-6'>1-114+2-214+... 466! = 1439,

iSplaukia, kad skai¢ius ag = 2 nustatomas vienareikSmiskai. AnalogiSkus sam-
protavimus atlike skirtumui 2024 — 2 - 6! = 584, gauname, kad skai¢ius a5 = 4
nustatomas vienareiksmiskai. Like skai¢iai nustatomi taip pat.

4 uzdavinys. AF yra trikampio ABC pusiaukampiné (taskas F yra krastinéje
BC). Raskite trikampio ABC kamus, jei AE = EC ir AC = 2AB.



Atsakymas: 90°, 60°, 30°.

Sprendimas. I§ tasko E nubréziame statmenj E D j krastine AC. Trikampis
AEC yra lygiasonis. Turime AD = DC = AB. Trikampiai AED ir AEB yra
lygus pagal dvi krastines ir kampa tarp ju. Kadangi kampas ADFE yra status,
tai kampas ABC' taip pat yra status. Kiti du kampai yra 60° ir 30°, kadangi
sta¢iajame trikampyje vienas statinis yra dvigubai trumpesnis uz jzambine.

5 uzdavinys. a) I kiekviena 10 x 10 lentelés langelj yra jraSyta po viena
sveikaji skai¢iy. Gretimuose langeliuose, turinfiuose bendra krastine, esantys
skaiciai skiriasi ne daugiau kaip penkiais vienetais. Irodykite, kad egzistuoja
bent du langeliai, kuriuose jraSyti skai¢iai sutampa.

b) Ar butinai egzistuoja du langeliai, kuriuose jrasyti skai¢iai sutampa, jei
lenteléje suraSyti skaiciai yra ne sveikieji, o racionalieji? Atsakyma pagriskite.

Sprendimas. a) PaZymékime maZiausia lenteléje esantj skai¢iy raide a. Tada
gretimas skaicius yra ne didesnis uz a+5, pastarajam gretimas yra ne didesnis uz
a+ 10 ir t.t. Kadangi pereiti nuo vieno langelio iki bet kurio kito langelio reikia
ne daugiau kaip devyniolikos zingsniy, vienu zingsniu pereinant j gretima langelj
(tolimiausi langeliai yra kampiniai, esantys vienoje jstrizainéje), tai didZiausias
skaicius yra a + 95, t.y. daugiausiai gali buti 96 skirtingi skaic¢iai. Todél Simto
skaiCiy tarpe atsiras bent du vienodi skaiciai.

b) Nebutinai. Skai¢ius 1; 1,01; 1,02;...;1,99 bet kokia tvarka surasykime j
lentele. Visi skaiciai yra skirtingi, o skirtumas ne tik tarp gretimy skai¢iy yra
mazesnis uz 5.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Savivaldybiy etapo uzZduotys 11-12 klasei
2024 m.

1 uzdavinys. ISspreskite nelygybe
V44 5sine >4 —1/1—costz.

2 uzdavinys. Dvi parabolés y = 22 + x4+ a ir y = 2% + az + 1 turi vienintelj
bendra taska C, ¢ia a yra duotas tam tikras skaifius. Per tagkus C ir D(0; 3)
nubrézta tiesé kerta pirmaja parabole taskuose A ir C, o antraja — B ir C.

a) Raskite tasko C koordinates ir nubréztos tiesés lygtj. Koordinatés ir
lygties koeficientai gali priklausyti nuo skaiciaus a.

b) raskite visas a reikdmes, jei AC' = BC.

3 uzdavinys. a) Irodykite formule

D) —1=1-1142-214... +k-k,

¢a k yra naturalusis skaiGius, k! =1-2-3-... k.
b) Irodykite, kad kiekviena naturalyjj skai¢iy n galima iSreiksti vieninteliu
budu tokia suma

n=ay-11+ag-2+...+ag k!,

¢la a; yra sveikieji skaiiai, tenkinantys nelygybes 0 < a; < [, 1 =1, 2,...,k,
(t.y. skai¢iai a, [ =1, 2, 3,...,k bei skai¢ius k nustatomi vienareik§miskai).

¢) Skai¢iy 2024 isreikskite nurodyta b) dalyje suma.

4 uzdavinys. Apskritimo stygoje AB yra pazymétas taskas P toks, kad
AP = 2PB. Styga DE yra statmena stygai AB. Stygos AB ir DE kertasi taske
P. Trodykite, kad atkarpos AP vidurio taskas yra trikampio AED auk$tiniy
susikirtimo taskas.

5 uzdavinys. a) I kiekviena 30 x 30 lentelés langelj yra jraSyta po viena
sveikajj skaic¢iy. Gretimuose langeliuose, turin¢iuose bendra krastine, esantys
skaiciai skiriasi ne daugiau kaip penkiais vienetais. Jrodykite, kad egzistuoja
bent keturi langeliai, kuriuose jrasyti skaiciai sutampa.

b) Ar butinai egzistuoja keturi langeliai, kuriuose jragyti skai¢iai sutampa, jei

lenteléje suraSyti skai¢iai yra ne sveikieji, o racionalieji? Atsakymg pagriskite.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Savivaldybiy etapo uZduotys ir sprendimai 11-12 klasei

2024 m.

1 uzdavinys. ISspreskite nelygybe

V4 +5sine >4 —+/1—costz.

Atsakymas: 7/2 + 27k, k € Z.

Sprendimas. Kairé nelygybés pusé yra nedidesné uz 3, o de§iné — nemazesné
uz 3. Todél sprendiniy bus tik tada (jeigu bus, tuscios aibés atvejis yra neat-
mestinas), kai nelygybé virs lygtimi. Kairé pusé jgyja reiksme 3 tik tada, kai
sinz =1 arba © = 7/2 4 2wk, k € Z. Patikriname, kad $ios = reikdmés tenkina

nelygybe.

2 uzdavinys. Dvi parabolés y = 22 + 2 +a ir y = 22 4+ ax + 1 turi vienintelj
bendrg taska C, ¢la a yra duotas tam tikras skaic¢ius. Per taskus C ir D(0; 3)
nubrézta tiesé kerta pirmajq parabole taskuose A ir C, o antraja — B ir C.

a) Raskite tasko C' koordinates ir nubréztos tiesés lygti. Koordinatés ir
lygties koeficientai gali priklausyti nuo skaiciaus a.

b) raskite visas a reikSmes, jei AC' = BC.

Atsakymas: a) C(1;a4+2),y=(a— 1)z +3,b) 7.

Sprendimas. a) I8 lygties

P 4+r+a=x+ar+1

lengvai surandame tasko C koordinates x¢c = 1 ir yo = a + 2. Aisku, kad
a # 1, nes tada parabolés sutampa, o pagal uzdavinio salyga parabolés gali
turéti tik viena bendra taska. Po to sudare lygciy sistema randame reikiama
tiese y = (a — 1)z + 3.
b) Sudare lygtj
?4+r+a=(a—1ax+3,

gauname kvadratine lygtj

> +(2—-a)r+a—-3=0,



i§ kurios randame tasko A pirmaja koordinate z4 = a — 3. Kita Saknis yra tasko
C' koordinaté x¢ = 1.
Sudare lygtj
2 +ar+1=(a—1)x+3,

analogiskai randame tagko B pirmaja koordinate zp = —2.
Kadangi taskas C' yra atkarpos AB vidurio taskas, tai tasko C pirmoji ko-
ordinaté x¢ yra lygi tasky A ir B pirmyjy koordinadiy z 4 ir xp aritmetiniam

vidurkiui
Tat+rp  a—3-—2
2 2

lzxc:

Taigi, a = 7.
3 uzdavinys. a) Irodykite formule
(k+1)!—1=1-1142-214... + k- -k

¢a k yra naturalusis skaiGius, k! =1-2-3-... k.
b) Irodykite, kad kiekviena naturalyjj skai¢iy n galima iSreiksti vieninteliu
budu tokia suma

n=ay-1'+ay-2'+...+ag k!,

¢la a; yra sveikieji skaiiai, tenkinantys nelygybes 0 < a; < [, [ =1, 2,...,k,
(t.y. skai¢iai a; bei skai¢ius k yra nustatomi vienareiksmiskai).

¢) Skai¢iy 2024 isreikskite nurodyta b) dalyje suma.

Atsakymas: ¢) 2024 =0 x 1!+ 1 x 21+ 1x 31 +4 x4 +4 x5! +2 x 6.

Sprendimas. Sprendimas. a)
1+1-14+2-21 4. +k-Kl=214+2-21+.. .+ k- -kl =
=(1+4+2)-214+3-3'+...+k-kl=3-2143-3'+...+k-kl =
=314+3-34+...+k-El=1+3)-3!+...+ k- -kl =
=4l +4- 44+ +k-Kl=...=(k+1)

Vieneta perkéle j desine lygybés puse gauname reikiama formule.
b) Pirmas budas.



Kiekvienam naturaliajam skaic¢iui n egzistuoja vienintelis naturalusis skaicius
k toks, kad k! < n < (k + 1)!, kadangi intervalai [k!; (k 4+ 1)!) dengia visa
naturaliyjy skai¢iy aibe ir tarpusavyje nesikerta. Intervalg [k!; (k+1)!) padalije
i k vienodo ilgio intervalus [I-kl; (I+1)-k!), 1 =1, 2,...,k egzistuos vienintelis
intervalas, kuriam priklausys skai¢ius n, [ - k! <n < (I +1) - k!. Imkime af = [.
Is a) dalies isplaukia, kad aj yra nustatomas vienareik§miskai. AnalogiSkus
samprotavimus pritaike skai¢iui n — axk!, vienareiksmiskai rasime skai¢iy ag_.
Tokiu budu surandami vienareikSmiskai visi skai¢iai a;, [ =1, 2,..., k.

Antras budas.

Pasinaudosime matematine indukcija. Kain =1, 1 =1 - 1! lygybé teisinga
ir visi koeficientai a; = 1, a; = 0, kai [ > 1, yra vienareikSmiskai nustatyti.
Teiginys yra teisingas.

Tariame, kad teiginys yra teisingas visiems naturaliesiems skai¢iams 1, 2,...n.
Tada

n+l=1+a;-1'+ay-2'+...+ax- k.

Jei a; = 0, tai 1 + a7 - 1! = 11, pirmasis koeficientas virsta vienetu vien-
areikSmigkai, o likusieji lieka nepakite.

Jeiay = 1,a9 <2, tai 1 +ay -1+ as-2! = (ag + 1) - 2!, pirmasis koefi-
cientas virsta nuliu vienareikSmigskai, o antrasis padidéja vienetu taip pat vien-
areik8miskai, kiti lieka nepakite.

Pagaliau bendru atveju, jei a; = 4,7 =1, 2,...,1, aj+1 < l + 1, tai pasin-
audoje a) dalies formule gauname lygybe su vienareik§miskai nustatytais koefi-

cientais
n4+1l=1+1-1142-204. . +1-U4ay -+ +... +ap k=
=0-1140-214+...+0- U+ (agp1 +1) - ((+ 1)+ ...+ ag - k!
Teiginys yra jrodytas.

4 uzdavinys. Apskritimo stygoje AB yra pazymétas taskas P toks, kad
AP = 2PB. Styga DE yra statmena stygai AB. Stygos AB ir DE kertasi taske
P. Trodykite, kad atkarpos AP vidurio taskas yra trikampio AED aukstiniy

susikirtimo taskas.



Sprendimas. PaZzymékime atkarpos AP vidurio taska raide M. PaZymékime
raide ) atkarpos AD ir tiesés, einancios per taskus E ir M, susikirtimo tagka.
Trikampiai M PE ir BPFE yra lygus pagal dvi krastines ir kampa tarp ju (M P =
BP, krastiné EP yra bendra, kampas tarp ju yra status). /DAB = /DEB,
kadangi Sie lankai remiasi j ta patj lanka. Taigi

/QAM = /DAB = /DEB = /PEM,

be to ZAMQ@ = /PME (kryZminiai kampai). Vadinasi, trikampiai QAM ir
PME yra panasus pagal du kampus (tretieji kampai bus lygus). I trikampiy
panasumo turime /AQFE = /MPE = 90°, todél EQ yra trikampio AED
aukstiné, AP taip pat yra trikampio AED aukstiné pagal uzdavinio salyga.

Sios aukstines kertasi taske M, tai ir reikéjo jrodyti.

5 uzdavinys. a) I kiekviena 30 x 30 lentelés langelj yra jraSyta po viena
sveikaji skai¢iy. Gretimuose langeliuose, turinfiuose bendra krastine, esantys
skaiciai skiriasi ne daugiau kaip penkiais vienetais. Jrodykite, kad egzistuoja
bent keturi langeliai, kuriuose jrasyti skai¢iai sutampa.

b) Ar butinai egzistuoja keturi langeliai, kuriuose jraSyti skai¢iai sutampa, jei
lenteléje surasyti skaiciai yra ne sveikieji, o racionalieji? Atsakyma pagriskite.

Sprendimas. a) PaZymékime maZiausia lenteléje esantj skaiciy raide a. Tada
gretimas skai¢ius yra ne didesnis uz a + 5, pastarajam gretimas ne didesnis
uz a + 10 ir t.t. Kadangi pereiti nuo vieno langelio iki bet kurio kito langelio
reikia ne daugiau kaip penkiasdesimt devyniy Zingsniy, vienu zingsniu pereinant
i gretima langelj (tolimiausi langeliai yra kampiniai, esantys vienoje jstrizainéje),
todél didziausias skaiCius yra ne didesnis uz a + 59 - 5 = a + 295. Lenteléje yra
900 skai¢iy, o skirtingy skai¢iy gali buti tik nuo a iki a + 295, t.y. viso 296
skirtingi skai¢iai. Skaic¢iy 900 dalijant i§ 296 gauname tris sveikus ir dar liekana.
Todél atsiras bent keturi vienodi skaiciai.

b) Egzistuoja be galo daug skirtingy racionaliyjy skai¢iy intervale [0; 5),
todél j lentele galima suraSyti skirtingus skai¢ius, o ju skirtumas bus ne didesnis

uz 5.



