Utenos rajono jaunųjų matematikų olimpiada, 2008m.
9 klasė
1. Kamuolys susiūtas iš juodų ir baltų odos gabaliukų. Juodi gabaliukai yra taisyklingieji    penkiakampiai, o balti yra taisyklingieji šešiakampiai. Kiekvieną penkiakampį riboja 5 šešiakampiai, o kiekvieną šešiakampį riboja 3 penkiakampiai ir 3 šešiakampiai. Kamuolys turi 12 juodų penkiakampių. Kiek jis turi baltų šešiakampių?
                                                                                                                       (2 taškai)

Sprendimas. Sakykime šešiakampių yra x. Kiekvienas iš jų turi tris kraštines, bendras su penkiakampiu (o penkiakampiai pagal sąlygą bendrų kraštinių neturi). Vadinasi penkiakampių yra 3x. Kadangi penkiakampių yra 12, tai
                                      3x=12·5,  x=20.

                                                                                                           Atsakymas:  20
2. Apskaičiuokite x ir y, jeigu 
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                                                                                                                        (2 taškai)
             Sprendimas.  Abu dėmenys yra neneigiami, tai jų suma lygi nuliui tik tada, kai
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                                                                                                   Atsakymas. x=2, y= -3.
3. Rasti natūrinį skaičių n, tenkinantį lygybę (n+3)(n+4)(n+5)=1320.

                                                                                                                             (2 taškai)
Sprendimas. 1320=2³·5·11·3
                      (n+3); (n+4); (n+5) – iš eilės einantys natūriniai skaičiai 

                       10·11·12 = 1320   t.y. n=7.

                                                                                            Atsakymas. 7
      4. Iš 5% riebumo pieno pagaminus varškę, kurios riebumas 15,5%, lieka 0,5% riebumo išrūgų. Kiek varškės gaunama iš 1 tonos to pieno?




                                                                                                                                ( 4 taškai )

      Sprendimas:

Sakykime, kad iš 5% riebumo pieno gauname x t varškės.

1t pieno-5% riebalų, todėl 0,05∙1t=0,05t riebalų

x t varškės-15,5% riebalų, todėl 0,01∙15,5x t riebalų

(1-x)t išrūgų-0,5% riebalų, todėl 0,01∙0,5(1-x)t riebalų

0,05=0,01∙15,5x+0,01∙0,5(1-x)

5=15,5x+0,5-0,5x

15x=4,5

x=0,3. 

                                                                                                         Atsakymas. 0,3t.
5.  Sodininkas turi pasodinti medžius, kurių skaičius mažesnis už 1000. Jei jis pasodins juos eilėmis po 37 kiekvienoje, tai jam liks 8 medžiai, o jei po 43 medžius, tai liks 11 medžių. Kiek buvo medžių?                                                                             
                                                                                                                        (4 taškai)
             Sprendimas. Tegul ieškomas skaičius yra 
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                       Akivaizdu, kad  
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 EMBED Equation.3  [image: image7.wmf]
                                                   
[image: image8.wmf]23

43

989

43

11

1000

=

=

-

<

m

   (*)

                                                  (2m+1) 
[image: image9.wmf]M

 37                       (**)

                      Jei  
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                      Remiantis sąlyga  (**)  
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                                                                      Atsakymas:  785
6.  Trikampio ABC plotas lygus S. Jo kraštinių AB, BC ir CA tęsiniuose atitinkamai atidėtos atkarpos BM=AB, CN=BC, AP=CA. Raskite trikampio MNP plotą.     
                                                                                                                                  (6 taškai)
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Sprendimas.
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                                                                                                                      Atsakymas. 7S
                             Utenos rajono jaunųjų matematikų olimpiada, 2008.
                                                                     10 klasė 
        1. Stačiakampio įstrižainės kertasi taške O. Atkarpa, jungianti stačiakampio viršūnę su kraštinės viduriu, kerta vieną iš įstrižainių taške P (žr. paveikslėlį). Kiek kartų įstrižainė ilgesnė už atkarpą OP?                                                                 

                                                                                         SHAPE  \* MERGEFORMAT 



                                                                                                                      (2taškai)

        Sprendimas.  
                         SHAPE  \* MERGEFORMAT 




Kadangi stačiakampio įstrižainės susikirsdamos dalija viena kitą pusiau, tai BO yra ΔABC pusiaukraštinė. AE taip pat ΔABC pusiaukraštinė. Pusiaukraštinės susikirsdamos dalija viena kitą santykiu 2:1 (skaičiuojant nuo viršūnės). PO=
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                                                                                                           Atsakymas:  6 kartus

2. Įrodykite, kad lygtis 
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 neturi sveikųjų sprendinių.   
                                                                                                                               (2taškai)

       Sprendimas. Užtenka pastebėti, kad 
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 yra vienodo lyginumo. Jei 
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, taip pat lyginis skaičius. Dviejų lyginių skaičių sandauga dali iš 4, o 2006 iš 4-ių nesidalina. 

Jei 
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 nelyginis skaičius, tai  
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 taip pat nelyginis skaičius. Dviejų nelyginių skaičių sandauga – nelyginis skaičius, o skaičius 2006 lyginis. Lygtis sprendinių neturi. 

Įrodyta.
3.  Apskaičiuokite sumą
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                                                                                                                                   (3taškai)

    Sprendimas. 
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    Iš to seka, kad      
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   Taigi suma lygi 100,5.

                                                                                                           Atsakymas. 100,5
4.   Trys grupės žvejų sugavo 113 žuvų. Kiekvienam I grupės žvejui teko po 13 žuvų, kiekvienam II grupės žvejui – po 5 žuvis, kiekvienam III grupės žvejui – po 4 žuvis. Kiek žvejų buvo kiekvienoje grupėje, jeigu žinoma, kad iš viso jų buvo 16? 

                                                                                                                                          (4 taškai)
       Sprendimas.     Ieškomus skaičius pažymėkime x, y ir z. Pagal sąlygą:
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  antrą lygtį padauginame iš 4 ir turime    
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Iš čia išplaukia, kad 
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                                                                                                                  Atsakymas:  5, 4, 7.

5.Realieji skaičiai  
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  yra tokie, kad  
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      Kuriai 
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 reikšmei sandauga 
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 įgyja mažiausią reikšmę?                                  (4 taškai)
            Sprendimas. 
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 – kvadratinė funkcija ir įgyja mažiausią reikšmę, kai 
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                                                                                                                       Atsakymas:  
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6. Per stačiakampio ABCD viršūnes A ir B nubrėžtas apskritimas, liečiantis kraštinę CD jos vidurio taške. Iš taško D nubrėžta tiesė, liečianti apskritimą taške E ir susikertanti su kraštinės AB tęsiniu taške K. Apskaičiuokite trapecijos BCDK plotą, jei AB=10, o KE:KA=3:2.
                                                                                                                      (5 taškai)

Sprendimas.
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  AB=CD=10,   BK=10+AK.

  AD=MN=
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  Iš ΔOMK:   OK² = (R²-25) + (5+AK)².
  Iš ΔOEK:   OK² = R² + 
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  Abiejų lygybių dešiniosios pusės lygios, todėl

   (R²-25) + (25+10AK+AK²) =  R² + 
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AK² - 10AK = 0,     AK(AK – 8) = 0.

  Kadangi AK
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 Dabar pritaikę Pitagoro teoremą, apskaičiuojame 

        AD = 
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ir randame S = 210.
                                                                                                      Atsakymas. 210

                                Utenos rajono jaunųjų matematikų olimpiada, 2008m.
11 klasė
1. Keliais nuliais baigiasi sandauga 1·2·3·4·5·...·98·99·100?     
                                                                                                                 (2 taškai)

Sprendimas.  Nulių skaičius lygus skaičiaus 5 kartotinių skaičiui, o kiekviename dešimtyje yra po 2, iš viso 2·10=20. Be to, dar po vieną penketą turi skaičiaus 25 kartotiniai, t.y. iš viso 24.

                                                                                                                Atsakymas. 24 nuliais 
2. Įrodykite teiginį: jei realieji skaičiai a,b, ir c tenkina nelygybes
            |a-b| ≥ |c|,    |b-c| ≥ |a|,     |c-a| ≥ |b|,

     tai nors vienas iš jų yra kitų dviejų suma.

                                                                                                                      (3 taškai)
  Sprendimas.               |a-b| ≥ |c|

                                     (a-b)² ≥ c²

                                      (a-b-c)(a-b+c) ≥0.

          Analogiškai      (b-c-a)(b-c+a) ≥0,   (c-a-b)(c-a+b) ≥0.

         Sudauginę          (a-b-c)(a-b+c)(b-c-a)(b-c+a)(c-a-b)(c-a+b) ≥0

         ir  pergrupavę     (a-b-c)(c-a+b)(a-b+c)(b-c-a)(b-c+a)(c-a-b) ≥0

          gauname nelygybę

                         -(b+c-a)²(c+a-b)²(a+b-c)² ≥0.
         Iš kurios išplaukia, kad bent vienas daugiklis lygus nuliui. Vadinasi,

         arba a+b=c,  arba b+c=a,  arba c+a=b.

   Įrodyta .
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3. Apskaičiuokite plotą figūros, koordinačių plokštumoje apibrėžtos nelygybe    
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         Sprendimas.
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                                                                                            Atsakymas:  
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4. Metai, įėję į istoriją kaip spaudos išradimo metai, užrašomi keturiais skaitmenimis. Šimtų skaitmuo yra lygus dešimčių ir tūkstančių skaitmenų sumai; vienetų skaitmuo yra vienetu mažesnis už dešimčių ir šimtų skaitmenų sumą. Jeigu ieškomąjį keturženklį skaičių padalintume iš dvigubos jo skaitmenų sumos, tai gautume dalmenį 51 ir liekaną 8, o jeigu prie ieškomojo skaičiaus pridėtume 4905, tai gautoji suma būtų skaičius, kuriame ieškomojo skaičiaus skaitmenys surašyti atvirkštine tvarka. Kokiais metais išrasta spauda?
[image: image78.wmf]                                                                                                     (4 taškai)
Sprendimas.
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 EMBED Equation.3  [image: image83.wmf]c
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                                                                                                   Atsakymas:  1436 metai.

5. Raskite skaitinę reikšmę reiškinio 
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                                                                                                                                          (4 taškai)
Sprendimas. 
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                                                                                                            Atsakymas. 40.
6. Iškiliojo keturkampio ABCD kampas BAD lygus 
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, B ir D priklauso vienai tiesei.                                                
                                                                                                                                   (4 taškai)
      Sprendimas.
Nagrinėjame simetriškus, tiesių CB ir CD  atžvilgiu,  trikampius.
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  Įrodyta.

                              Utenos rajono jaunųjų matematikų olimpiada, 2008
12 klasė
1. Matematikos pamokoje dalyvavo visi klasės mokiniai. Bet kitą dieną į kontrolinį darbą atvyko nuo 95,7% iki 96,6% visų klasės mokinių. Raskite mažiausią įmanomą klasės mokinių skaičių.

                                                                                                                                  (2 taškai)

Sprendimas. N – klasės mokinių skaičius.

x – neatvykusių į kontrolinį darbą mokinių skaičius
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                                                                                                                             Atsakymas. 24

2. Rasti sumą visų triženklių natūrinių skaičių, kurių dalybos iš 5 liekana lygi 2.
                                                                                                                              (2 taškai)
Sprendimas.
a = 5k+2

a
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                                                                                                                  Atsakymas. 98910
3. Įrodyti, kad 
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Sprendimas.  Gauname b=
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[image: image121.wmf]
4.  Ar galima iš trijų trikampių su kraštinėmis 3, 5 ir 7 ir vieno trikampio su kraštinėmis
2, 2, 2 sudaryti lygiakraštį trikampį?
                                                                                                                                 (3 taškai)

Sprendimas.
[image: image122.jpg]



Pratęskime Δ ABC su kraštinėmis 2, 2, 2 kraštinę AB už taško B, Kraštinę BC už taško C, o kraštinę CA – už taško A ir atidėkime atkarpas BA¹=CB¹=AC¹=3.
Gausime tris lygius trikampius – Δ A¹AC¹,  Δ B¹BA¹ ir Δ C¹CB¹.

Pagal kosinusų teoremą

(A¹C¹)² = ( B¹A¹)² = (C¹B¹)² = 9+25-2·3·5·cos120º = 9+25+15 = 49.
Vadinasi, trikampis A¹B¹C¹ yra lygiakraštis    A¹C¹ = B¹A¹ = C¹B¹ = 7.

                                                                                                                      Atsakymas. galima
5.   Raskite visus funkcijos y = 
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 grafiko taškus, kurių abscisės ir ordinatės yra sveikieji skaičiai.
                                                                                                                                (4 taškai)
Sprendimas.
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 o tai teisinga, jei x+1 yra skaičiaus 2 sveikasis daliklis
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                                                                        Atsakymas.        A(1;2)   B(0;3)    C(-3;0)    D(-2;-1).

6. Trikampio ABC kampas C – statusis, CD - aukštinė. Kampų ABC  ir ACD pusiaukampinės susikerta taške M, o kampų BAC ir BCD pusiaukampinės – taške N. Įrodykite, kad atkarpos MN  ilgis lygus į trikampį ABC įbrėžto apskritimo spinduliui.

                                                                                                                                   (6 taškai)


Įrodymas.

AN – kampo CAB pusiaukampinė, o BM – kampo CBA pusiaukampinė, O – pusiaukampinių susikirtimo taškas, OK -  į trikampį ABC įbrėžto apskritimo spindulys r.
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Taškai M, N, C, O – priklauso vienam apskritimui, kurio skersmuo CO.

Remiantis sinusų teorema 
[image: image141.wmf]MCN

D

: 
[image: image142.wmf]°

=

=

Ð

45

sin

;

sin

CO

MN

CO

MCN

MN

.


[image: image143.wmf]KOC

D

 statusis, 
[image: image144.wmf]°

=

45

sin

CO

KO

. Įrodėme, kad 
[image: image145.wmf]r

KO

MN

=

=

.

Įrodyta.
                         Utenos rajono jaunųjų matematikų olimpiada, 2008m.

9 klasė
1. Kamuolys susiūtas iš juodų ir baltų odos gabaliukų. Juodi gabaliukai yra taisyklingieji    penkiakampiai, o balti yra taisyklingieji šešiakampiai. Kiekvieną penkiakampį riboja 5 šešiakampiai, o kiekvieną šešiakampį riboja 3 penkiakampiai ir 3 šešiakampiai. Kamuolys turi 12 juodų penkiakampių. Kiek jis turi baltų šešiakampių?
                                                                                                                          (2 taškai)

2. Apskaičiuokite x ir y, jeigu 
[image: image146.wmf]2
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                                                                                                                          (2 taškai)
3. Rasti natūrinį skaičių n, tenkinantį lygybę (n+3)(n+4)(n+5)=1320.

                                                                                                                                (2 taškai)

      4. Iš 5% riebumo pieno pagaminus varškę, kurios riebumas 15,5%, lieka 0,5% riebumo išrūgų. Kiek varškės gaunama iš 1 tonos to pieno?




                                                                                                                                 ( 4 taškai )

5.  Sodininkas turi pasodinti medžius, kurių skaičius mažesnis už 1000. Jei jis pasodins juos eilėmis po 37 kiekvienoje, tai jam liks 8 medžiai, o jei po 43 medžius, tai liks 11 medžių. Kiek buvo medžių?                                                                             
                                                                                                                           (4 taškai)
6. Trikampio ABC plotas lygus S. Jo kraštinių AB, BC ir CA tęsiniuose atitinkamai atidėtos atkarpos BM=AB, CN=BC, AP=CA. Raskite trikampio MNP plotą.     
                                                                                                                             (6 taškai)

                             Utenos rajono jaunųjų matematikų olimpiada, 2008.
                                                                     10 klasė 
        1. Stačiakampio įstrižainės kertasi taške O. Atkarpa, jungianti stačiakampio viršūnę su kraštinės viduriu, kerta vieną iš įstrižainių taške P (žr. paveikslėlį). Kiek kartų įstrižainė ilgesnė už atkarpą OP?                                                                 

                                                                                                                                 (2taškai)                                 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



     2. Įrodykite, kad lygtis 
[image: image148.wmf]2006
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                                                                                                                              (2taškai)

    3.  Apskaičiuokite sumą
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                                                                                                                               (3taškai)

    4.   Trys grupės žvejų sugavo 113 žuvų. Kiekvienam I grupės žvejui teko po 13 žuvų, kiekvienam II grupės žvejui – po 5 žuvis, kiekvienam III grupės žvejui – po 4 žuvis. Kiek žvejų buvo kiekvienoje grupėje, jeigu žinoma, kad iš viso jų buvo 16? 

                                                                                                                                (4 taškai)
    5. Realieji skaičiai  
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 ir 
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  yra tokie, kad  
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            Kuriai 
[image: image154.wmf]a

 reikšmei sandauga 
[image: image155.wmf]xy

 įgyja mažiausią reikšmę?                                 

                                                                                                                                   (4 taškai)
  6. Per stačiakampio ABCD viršūnes A ir B nubrėžtas apskritimas, liečiantis kraštinę CD jos vidurio taške. Iš taško D nubrėžta tiesė, liečianti apskritimą taške E ir susikertanti su kraštinės AB tęsiniu taške K. Apskaičiuokite trapecijos BCDK plotą, jei AB=10, o KE:KA=3:2.

                                                                                                                                  (5 taškai)

Utenos rajono jaunųjų matematikų olimpiada, 2008m.
11 klasė
1. Keliais nuliais baigiasi sandauga 1·2·3·4·5·...·98·99·100?     
                                                                                                                 (2 taškai)

2. Įrodykite teiginį: jei realieji skaičiai a,b, ir c tenkina nelygybes
            |a-b| ≥ |c|,    |b-c| ≥ |a|,     |c-a| ≥ |b|,

     tai nors vienas iš jų yra kitų dviejų suma.

                                                                                                                  (3 taškai)
3. Apskaičiuokite plotą figūros, koordinačių plokštumoje apibrėžtos nelygybe    
[image: image156.wmf]2
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.                                                                                        (3 taškai)
 4. Metai, įėję į istoriją kaip spaudos išradimo metai, užrašomi keturiais skaitmenimis. Šimtų skaitmuo yra lygus dešimčių ir tūkstančių skaitmenų sumai; vienetų skaitmuo yra vienetu mažesnis už dešimčių ir šimtų skaitmenų sumą. Jeigu ieškomąjį keturženklį skaičių padalintume iš dvigubos jo skaitmenų sumos, tai gautume dalmenį 51 ir liekaną 8, o jeigu prie ieškomojo skaičiaus pridėtume 4905, tai gautoji suma būtų skaičius, kuriame ieškomojo skaičiaus skaitmenys surašyti atvirkštine tvarka. Kokiais metais išrasta spauda?
[image: image157.wmf]                                                                                                       
                                                                                                               (4 taškai)
5. Raskite skaitinę reikšmę reiškinio 
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                                                                                                                        (4 taškai)
6. Iškiliojo keturkampio ABCD kampas BAD lygus 
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                                                                                                                         (4 taškai)
                         Utenos rajono jaunųjų matematikų olimpiada, 2008
12 klasė
1. Matematikos pamokoje dalyvavo visi klasės mokiniai. Bet kitą dieną į kontrolinį darbą atvyko nuo 95,7% iki 96,6% visų klasės mokinių. Raskite mažiausią įmanomą klasės mokinių skaičių.

                                                                                                                             (2 taškai)

2. Rasti sumą visų triženklių natūrinių skaičių, kurių dalybos iš 5 liekana lygi 2.

                                                                                                                              (2 taškai)

3. Įrodyti, kad 
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                                                                                                                                (3 taškai)


[image: image168.wmf]
4.  Ar galima iš trijų trikampių su kraštinėmis 3, 5 ir 7 ir vieno trikampio su kraštinėmis
2, 2, 2 sudaryti lygiakraštį trikampį?
                                                                                                                                     (3 taškai)

5.   Raskite visus funkcijos y = 
[image: image169.wmf]1
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x

x

 grafiko taškus, kurių abscisės ir ordinatės yra sveikieji skaičiai.
                                                                                                                             (4 taškai)
6. Trikampio ABC kampas C – statusis, CD - aukštinė. Kampų ABC  ir ACD pusiaukampinės susikerta taške M, o kampų BAC ir BCD pusiaukampinės – taške N. Įrodykite, kad atkarpos MN  ilgis lygus į trikampį ABC įbrėžto apskritimo spinduliui.

                                                                                                                                (6 taškai)
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