Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduotys 9-10 klasei
2018 m.

1 uzdavinys. [rodykite, kad
a) kiekvienas naturalusis skaicius a;
b) kiekvienas teigiamas racionalusis skaicius a

yra lygus naturaliojo skaic¢iaus penktojo laipsnio ir naturaliojo skaiciaus treciojo laips-
nio santykiui, t. y. kad a = b° : ¢3, kur b ir ¢ yra naturalieji skaiciai.

2 uzdavinys. Adomas turi keleta akmenéliy (nebuitinai vienodos masés). Zinoma,
kad siuos akmenélius galima padalyti j tris vienodos masés kruveles. Be to, Adomo
turimus akmenélius galima padalyti ir j keturias vienodos masés kruveles. (Kruvele
gali sudaryti ir lygiai vienas akmeneélis.)

a) Kiek maziausiai akmenéliy gali turéti Adomas?

b) Kiek maziausiai akmenéliy gali turéti Adomas, jei visy akmenéliy masés yra
skirtingos?

3 uzdavinys. Duoti keturi dviZenkliai skai¢iai AA, BB, AB ir BA, kur A ir B yra
nenuliniai skaitmenys. Zinoma, kad kazkuriy trijy i$ iy dviZenkliy skai¢iy suma lygi
147. Raskite visas galimas reigkinio AP 4+ 2. AB — B4 teigiamas reikSmes.

4 uzdavinys. Taskas E yra staciakampio ABCD trumpesniosios krastinés AB vi-
durio taskas. Atkarpoje ED pazymeétas toks taskas F, kad ZEFC = 90°. Jrodykite,
kad trikampis CBF' yra lygiasonis.

5 uzdavinys. Naturalieji skaiciai x ir y tenkina lygybe

11 1
r oy 120

a) Kiek is viso yra tokiy pory (x,y)?

b) Raskite didziausia pirminj skaiciu, i$ kurio gali dalytis skaicius .

5 uzdavinys vertinamas 7 taskais, kiekvienas is likusiy uzdaviniy vertinamas 5 taskais.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduociy 9- 10 klasei sprendimai
2018 m.

1 uzdavinys. [rodykite, kad
a) kiekvienas naturalusis skai¢ius a;
b) kiekvienas teigiamas racionalusis skaicius a
yra lygus naturaliojo skaiciaus penktojo laipsnio ir naturaliojo skaiciaus treciojo laipsnio
santykiui, t. y. kad a = b° : ¢, kur b ir ¢ yra natiralieji skaiciai.

Sprendimas. a) dalyje galima imti b = a? ir ¢ = @®. Tada 0° : & = a'? : a° = a.

Taciau galima is karto spresti b) dalj, nes a) dalis yra atskiras b) dalies atvejis.
Teigiamas racionalusis skaicius a gali buti uzrasytas a = 7%, kur m ir n — naturalieji
skaiciai. Paméginkime skaitiklj ir vardiklj padauginti is to paties skaic¢iaus m*n¥, kur x
ir y — nattralieji skaiciai, taip, kad naujieji skaitiklis m®™!n¥ ir vardiklis m®n¥*! bty
atitinkamai penktasis ir treciasis naturaliojo skaiciaus laipsniai. Tam pakanka, kad
laipsniy rodikliai « + 1 ir y dalytysi i§ 5, o x ir y + 1 —is 3. Tinka z =9, y = 5. Tada
m _ m'n® _ (m*n)°

n  moné (m3n2)3’

2 uzdavinys. Adomas turi keleta akmenéliy (nebiitinai vienodos masés). Zinoma,
kad siuos akmenélius galima padalyti j tris vienodos masés kruveles. Be to, Adomo
turimus akmenélius galima padalyti ir | keturias vienodos maseés kruveles. (Kruvele gali

sudaryti ir lygiai vienas akmenélis.)

a) Kiek maziausiai akmenéliy gali turéti Adomas?
b) Kiek maziausiai akmenéliy gali turéti Adomas, jei visy akmenéliy masés yra
skirtingos?

Sprendimas. a) Nesunku jsitikinti, kad Adomas gali turéti 6 akmenélius — tris 3 g

maseés ir tris 1 g mases:
B+)+B+1)+B+1)=3+34+3+(1+1+1).

Irodysime, kad Adomas negali turéti maziau akmenéliy. IS tikryjy, tarkime, kad
Adomas turi maziau negu 6 akmenélius. Pagal salyga Siuos akmenélius galima padalyti
i tris vienodos masés kruveles. Bent vienoje is ju yra tik vienas akmenélis (kitaip
akmeneliy i$ viso buty maziausiai 2+ 2 + 2 = 6), o jo masé lygi trec¢daliui bendros visy
akmeneéliy masés. Sio akmenélio negali biiti jokioje i§ keturiy vienodos masés kruveliy,



nes kiekvienos i$ jy mase téra ketvirtadalis bendros masés. Vadinasi, nepavyks visy
akmenéliy padalyti | keturias reikiamas kruveles. Gauta priestara rodo, kad Adomas
turi maziausiai 6 akmenélius.

b) Jei akmenéliy masés skirtingos, tai Adomas negali turéti Sesiy ar maziau akmeneé-
liy. Tarkime priesingai. Pagal salyga akmenélius galima suskirstyti j 4 vienodos masés
kruveles. Bent dviejose kruvelése yra tik po viena akmenélj (kitaip akmenéliy is viso
buty maziausiai 1 + 2 + 2 4 2 = 7), tada siy dvieju akmenéliy mases vienodos. Gauta
priestara rodo, kad Adomas turi maziausiai 7 akmenélius. Kita vertus, Adomas gali

turéti lygiai 7 akmeneélius, kuriy masés, pavyzdziui, yral g, 3 g, 4¢g,5g,6 g, 8 gir 9 g:
(1+54+6)+B+9)+4+8)=(1+8+3+6)+(4+5)+9.

Ats.: a) 6;b) 7.

3 uzdavinys. Duoti keturi dvizenkliai skai¢iai AA, BB, AB ir BA, kur A ir B yra
nenuliniai skaitmenys. Zinoma, kad kazkuriy trijy i§ $iy dvizenkliy skai¢iy suma lygi
147. Raskite visas galimas reiskinio A? + 2 - AB — B4 teigiamas reiksmes.

Sprendimas. Jei dvizenklis skai¢ius X, nejskai¢iuotas j suma, lygia 147, yra AA, tai
skaiciui 147 turi buti lygi likusiy dvizenkliy skai¢iy suma

BB+ AB+BA=10B+ B+ 10A+ B+ 10B+ A=11(A+2B).

Matome, kad suma dalijasi i§ 11. Kita vertus, skaic¢ius 147 = 13 - 11 + 4 nesidalija is
11. Todél X # AA. Analogiskai jrodoma, kad X # BB.

Vadinasi, X = AB arba X = BA.

Kai X = AB, tai

AA+ BB+ BA = 147,
218 + 12A = 147.

Abi lygybés puses padalije is 3, gauname 7B + 4A = 49. Skaicius 4A = 49 — 7B =
= 7(7 — B) dalijasi i 7. Todél skaitmuo A dalijasi i 7. Kadangi A # 0, tai A = 7.
Is lygybés 7B + 4A = 49 randame, kad B = 3. Kita vertus, skaiciai 77, 33, 73 ir 37
tenkina uzdavinio salyga: 77 4+ 33 + 37 = 147.

Kai X = BA, analogiskai gausime A =3, B =7.

Jei A =Tir B = 3, tai reiskinio A +2-AB — B reikimeé lygi —1698 < 0. Jei A =3
ir B =7, tai reiskinio AZ + 2 - AB — B4 reikdmeé lygi 1918.

Ats.: 1918.



4 uzdavinys. Taskas E yra staciakampio ABC'D trumpesniosios krastinés AB vi-
durio taskas. Atkarpoje E'D pazymétas toks taskas F, kad ZEFC = 90°. Jrodykite,
kad trikampis C'BF yra lygiasonis.

Sprendimas. Krastinés C'D vidurio taska pazymékime G, o tiesiy BG ir C'F' susikir-
timo taska pazymékime H (Zr. pav.). Tada CG = GD.

B C
FE H G
F
D
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Statieji trikampiai BOG ir DAE yra lygus, nes BC = DA, CG = AF ir Z/BCG =
= /DAFE = 90°. Todél

LBGC = ZDEA =90° — LZEDA = ZCDE.

Vadinasi, tieses BG ir ED yra lygiagrecios (pagal atitinkamuosius kampus). Kadangi
CG =GD ir HG||F D, tai HG — trikampio DFC' vidurio linija. Todél CH = HF'. Be
to, /ZBHC = ZEFC = 90° (atitinkamieji kampai). Vadinasi, trikampio C' BF aukstiné
BH yra ir jo pusiaukrastine. Todél trikampis CBF' yra lygiaSonis.

5 uzdavinys. Naturalieji skaiciai x ir y tenkina lygybe
1 1 1
¢y 10
a) Kiek i$ viso yra tokiy pory (z,y)?
b) Raskite didziausia pirminj skaiciy, i$ kurio gali dalytis skaicius z.

Sprendimas. a) Tarkime, kad naturaliyjy skaic¢iy pora (x,y) tenkina duotaja lygti.

Kadangi ﬁ = % + % > %, tai x > 120. Duotaja lygti galima pervarkyti:
1202 2
y =120+ arba (z —120)(y — 120) = 120~
x J—

Vadinasi, d = x —120 > 0 yra skaic¢iaus 120? natuiralusis daliklis. Kita vertus, jei turime
— .. ey 2 11 . .. o . - 1202

naturalyji skaiciaus 120% daliklj d, tai, pasirink¢ z = d + 120 ir rad¢ y = 120 + =5,

gausime pertvarkytos, o todél ir pradinés lygties naturalyjj sprendinj (x,y). Vadinasi,

sprendiniy (z,y) skai¢ius lygus skaic¢iaus 120% nattiraliyjy dalikliy skai¢iui. Kadangi



120% = 26 .32 .52, tai skai¢iaus 1202 natiiralieji dalikliai yra skaiciai 2% - 3% - 5¢, kur
a=0,1,...,6,b=0,1,2, ¢ = 0,1,2. Tokiy skai¢iy yra (6 + 1)(2+ 1)(2+ 1) = 63.
Vadinasi, yra lygiai 63 poros (z,y), tenkinancios uzdavinio salyga.

b) Pora (122,7320) gaunama, lygybése z = 120 + d ir y = 120 + % paémus d = 2.
Ji tenkina uzdavinio salyga ir pirminis skaic¢ius 61 dalija x = 122 = 2 - 61.

Tarkime, kad pora (z,y) tenkina salyga ir pirminis skai¢ius p > 61 dalija z. a) dalyje
gavome, kad x = 120 + d, kur d yra skai¢iaus 120% naturalusis daliklis. Tada d = d;ds,
kur d; ir dy yra skaiciaus 120 naturalieji dalikliai, ir

x =120+ d =120 + didy = ds (1d—220+d1) .

Skliaustuose esantys du démenys taip pat yra skaiciaus 120 naturalieji dalikliai. Jy

120

didziausig bendrajj daliklj pazymékime t. Tada 5, = tayir dy; = tas, kur ay ir ay yra

tarpusavyje pirminiai skaic¢iai. Taigi,
T = dsy (% + dl) = dot(ay + as).
do
Skaiciai dy ir t yra skaiciaus 120 dalikliai ir i$ p > 61 nesidalija. Todél suma a; + as
dalijasi is p.

Kadangi a; ir ay yra tarpusavyje pirminiai skaiciaus 120 dalikliai, tai 120 dalijasi i$
ajas ir todél ayas < 120. Nemazindami bendrumo, laikykime, kad a; < as.

Jei a; > 11, tai ajas > 112 > 120, todél a; < 10.

Jei aq > 3, tai61<p<a1+a2<a1+%<10+% < 61. Todél a; < 2.

Jei a; = 1 arba 2, tai as > p — a; > 61 —ay; > 59, todél a; = 60 arba as = 120.
Taciau né viena is sumy 60+ 1, 6042, 12041, 1204 2 neturi pirminio daliklio, didesnio
uz 61. Gavome priestara.

Taigi, didziausias galimas skaic¢iaus x pirminis daliklis lygus 61.

Ats.: a) 63; b) 61.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduociy 11-12 klasei sprendimai
2018 m.

1 uzdavinys. [rodykite, kad
a) kiekvienas naturalusis skai¢ius a;
b) kiekvienas teigiamas racionalusis skaicius a
yra lygus naturaliojo skaiciaus penktojo laipsnio ir naturaliojo skaiciaus treciojo laipsnio
santykiui, t. y. kad a = b° : ¢, kur b ir ¢ yra natiralieji skaiciai.

Sprendimas. a) dalyje galima imti b = a® ir ¢ = @®. Tada 0° : & = a'? : a® = a.

Taciau galima is karto spresti b) dalj, nes a) dalis yra atskiras b) dalies atvejis.
Teigiamas racionalusis skaicius a gali buti uzrasytas a = 2, kur m ir n — naturalieji
skaiciai. Paméginkime skaitiklj ir vardiklj padauginti iS to paties skaic¢iaus m*n¥, kur x
ir y — nattralieji skai¢iai, taip, kad naujieji skaitiklis m®*'n? ir vardiklis m*n?*! biity
atitinkamai penktasis ir treciasis naturaliojo skaic¢iaus laipsniai. Tam pakanka, kad
laipsniy rodikliai x + 1 ir y dalytysi i§ 5, 0o x iry +1 —i8 3. Tinka z =9, y = 5. Tada
m  mion? (m2n)°

n moné (m3n2)3’

2 uzdavinys. Palei siena isrikiuotos kelios pintinés su uogomis (daugiau nei viena
pintiné, ir visos netuscios). Kairiausioje pintinéje yra a uogy, o kiekvienoje kitoje
pintinéje — viena uoga daugiau nei gretimoje pintinéje is kairés. IS viso pintinése yra
8668 uogos. Raskite visy galimy skaiciaus a naturaliyjy reikSmiy suma.

(Zinoma, kad 8668 = 44 - 197, kur skai¢ius 197 pirminis.)

Sprendimas. Reikia nustatyti, kurioms naturaliosioms reikSméms a ir k£ galioja

(2a + k)(k + 1)
; ,

8668 =a+(a+1)+...+(a+ k)=

arba (2a + k)(k +1) = 17336 = 23 - 11 - 197.

Jei k+1 dalijasi i$ pirminio skaiciaus 197, tai 2a+k > k+1 > 197 ir (2a+k)(k+1) >
> 1972 > 23.11-197. Todeél k + 1 i8 197 nesidalija ir yra skai¢iaus 23 - 11 daliklis, t. y.
k+1=24,3811,22 44 arba 83. Skaicius 2a + k = (k+ 1) + (2a — 1) turi buti kito
lyginumo nei k41, todel tinka tik k41 = 8,11 arba 88. Tada atitinkamai a = 1080, 783
arba 55. Siy reiksmiy tikrinti nebiitina, pastebéjus, kad jos kartu su atitinkamomis k
reikSmémis tenkina lygybe (2a + k)(k + 1) = 17336, is kurios jos ir randamos.

Siy reikdmiy suma lygi 1080 + 783 + 55 = 1918.

Ats.: 1918.



3 uzdavinys. Alfredas, Albertas ir Alvydas nusipirko Sachmaty lenta ir losia Sach-
matais, pasikeisdami pagal tokia taisykle: dviem is juy suloSus partija, kita is eilés partija
losia nugalétojas ir likes treciasis zaidéjas. Vieng diena Alfredas sulosé 15 partijy, Al-
bertas — 14 partijy, o Alvydas — 9 partijas (lygiuju nepasitaike). Kas ta diena losé
tryliktaja partija? Kelias partijas Alvydas ta dieng laiméjo?

Sprendimas. Kiekvieng partija losé du zaidéjai, todél is viso sulosta w =19
partijy. Zaidéjas, neloses kurios nors partijos, tolimesnéje partijoje dalyvauja, todél bet
kuriose dviejose viena po kitos lostose partijose dalyvavo visi trys zaidéjai. Pirmasias
18 partijy galima suskirstyti | 9 poras: 1-0ji ir 2-0ji, 3-ioji ir 4-0ji, ..., 17-0ji ir 18-0ji.
Alvydas sulosé tik 9 partijas, todél kiekvienoje partijy poroje dalyvavo po lygiai vieng
karta, o paskutinés partijos jis nelosé. Analogiskai, jis nelosé ir 1-osios partijos. Bet tada
jis tikrai losé 2-3ja, nelosé 3-iosios, losé 4-gja, ir t. t. Jis losé tik partijas su lyginiais eilés
numeriais ir kaip laimeétojas nelosé jokios partijos su nelyginiu eilés numeriu. Vadinasi,

Alvydas nelaiméjo né vienos partijos, o 13-aja partija losé Alfredas ir Albertas.

Ats.: 13-aja partija losé Alfredas ir Albertas; Alvydas nelaiméjo né vienos partijos.

4 uzdavinys. Lygiagretainio ABCD krastinéje AB pazymétas toks taskas F, kad
BC + BE = CD. Lygiagretainio jstrizainés kertasi taske M. Atkarpos DFE ir AM
kertasi taske F. [rodykite, kad 2FM - EA = FA - EB.

Sprendimas.

Pazymékime o = ZADE.

Kadangi AE = AB—BE = AB—(CD—-BC) = AB—(AB—AD) = AD, tai trikampis
ADEF lygiasonis ir jo kampai lygus ZADE = ZAED = a bei ZDAE = 180° — 2a.. Ta-
¢iau tada ZADC = 180° — LDAB = 2« (krastinés AB ir C'D lygiagrecios) ir ZFDC =
= /LADC — ZADE =20 —a = a = LFDA. Todél atkarpa DF yra trikampio ADC
pusiaukampiné. Pagal pusiaukampinés savybe turime FC : FA = DC : DA. Lygiagre-
tainio jstrizainés dalija viena kitg pusiau, todel FM = FC—MC = FC—3(FA+FC) =
= %(FC—FA) ir2FM : FA=(FC—FA): FA=FC:FA—1=DC: DA-1. Kita
vertus, EB : FA = (CD — BC): DA = (DC — DA): DA = DC : DA — 1. Vadinasi,
2FM : FA=FEB: EAir 2FM - FA=FA-FEB.



5 uzdavinys. Duoti naturalusis skaic¢ius n ir pirminis skaic¢ius p < 10 000. Lygtis
1 1 1

r Yy nk

turi lygiai 10092018

naturaliyjy sprendiniy (z,y). Raskite visas galimas p reikSmes.
(Skaicius 1009 yra pirminis.)

Sprendimas. Pastebékime, kad jei lygtyje 0 < z < n?, tai 1 < 0. Vadinasi, jei (z,7)

<

yra duotosios lygties naturalusis sprendinys, tai x > n”.
Duotaja lygti galima pertvarkyti:

2p
(x —nP)(y —nP)=n** arba y=nP+ -

T —np

Vadinasi, d = x — n? > 0 yra skaic¢iaus n* daliklis. Kita vertus, jei turime naturalyjj
skaiciaus n?? daliklj d, tai, pasirinke = d + n? ir rade y = n? + %, gausime pertvar-
kytos, o todél ir pradinés lygties naturalyjj sprendinj (z,y). Taigi, duotoji lygtis turi
tiek sprendiniy, kiek skaic¢ius n? turi natiraliyjy dalikliy d. Turime rasti p reiksmes,
kurioms skai¢ius n? gali turéti lygiai 10092°® dalikliy. Jei skaic¢iaus n skaidinys pirmi-
niais daugikliais yra n = p{*...p%m, tai n? turi (2pa; +1)...(2pa,, + 1) naturaliyjy
dalikliy.

Imkime m = 1009 ir a; = ... = a,, = «. Tada 2pa + 1 = 10092, ir p gali buti
skaic¢iaus (1009% — 1) : 2 =21.3%.5.7-101 bet kuris pirminis daliklis: p = 2,3,5,7
arba 101. Skai¢ius n su m = 1009 ir atitinkamu « visada egzistuos: pvz., p1,ps, ... gali

buti pirmieji 1009 pirminiai skaiciai.

Jei (2pay + 1) ... (2pay, + 1) = 10092918 tai reikdmes 2pa; + 1 yra skaiciaus 1009
(naturalieji) laipsniai (skaic¢ius 1009 pirminis). Taigi, egzistuoja toks skai¢iaus 1009
laipsnis, kuris dalijasi iS 2p su liekana 1. Maziausig tokj naturalyjj laipsnj pazymékime
1009%. Sekoje 1009, 10092, ... lieckanos moduliu 2p kartojasi cikliskai, todél su liekana 1
dalijasi tik 1009%,1009%¢, ... Tada visi skai¢iai 2po; + 1 yra skai¢iaus 1009¢ laipsniai ir
1009%°'® = 1009%, kur skai¢ius b natiiralusis. Skai¢ius a yra skaiciaus 2018 = 2 - 1009
daliklis: a = 1,2,1009 arba 2018.

Pirmaisiais dviem atvejais skaic¢ius p dalija (10092—1) : 2, o §ig situacija jau iSnagrine-
jome. Pagal MaZaja Ferma teorema laipsnis 10097~! priklauso sekai 1009, 10092, .. .,
todél p—1 dalijasi i a. Vadinasi, jei a = 1009 arba 2018, tai p— 1 dalijasi is 1009. Tada
p = 1010, 2019, 3028, 4037, 5046, 6055, 7064, 8073, 9082 (didesnés reiksmeés per didelés).
Taciau né vienas is Siy skaifiy néra pirminis (dalijasi is 2, 3, 5 arba 11). Vadinasi,
daugiau tinkamy p reikSmiy néra.

Ats.: p=2,3,5,7 arba 101.



