Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduotys 9-10 klasei
2017 m.

1 uzdavinys. Kiek yra penkiazenkliy skaiciy ab51c, kurie dalijasi i§ 727

2 uzdavinys. Vienos kelionés metu traukinys 80 m ilgio tuneliu vaziavo 8 sekundes,
o veliau 140 m ilgio tuneliu — 11 sekundziy. Nustatykite traukinio ilgji. (Traukinio
greitis pastovus. Vaziavimo tuneliu trukmeé skai¢iuojama nuo traukinio jvaziavimo j}

tunelj pradzios iki iSvaziavimo i tunelio pabaigos.)

3 uzdavinys. Taskai M ir N yra atitinkamai trikampio ABC krastiniy AB ir AC'
vidurio taskai. Pusiaukrastinés BN ir C'M yra statmenos. Raskite trikampio ABC
plota, jei zinoma, kad pusiaukrastiniy BN ir C'M ilgiai yra atitinkamai 8 ir 12.

4 uzdavinys. Kiekviename 3 x 4 lentelés langelyje Sofija jrasé po vieng naturalyjj
skaiciy. Visi lenteléje jrasyti skaiciai yra skirtingi. Paaiskéjo, kad visy eiluciy skaiciy
sumos yra tarpusavyje lygios ir visy stulpeliy skaic¢iy sumos yra tarpusavyje lygios.
Visy lenteléje parasyty skaiciy suma pazymékime s. Raskite visas jmanomas sumos s

reikSmes, mazesnes uz 130.
5 uzdavinys. Raskite lygciy sistemos

2622 + 5y? + 2922 = 20xy + 42z + 10yz,
2?4+ + 23 = 1072

visus realiuosius sprendinius (z,y, 2).

Kiekvienas uzdavinys vertinamas 5 taskais.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduociy 9- 10 klasei sprendimai
2017 m.

1 uzdavinys. Kiek yra penkiazenkliy skaiciy ab51c, kurie dalijasi i$ 727

Sprendimas. Kadangi 72 = 8 - 9, tai penkiazenklis skaic¢ius ab51lc dalijasi i§ 9 ir is 8.
Skaiciy abblc galima iSreiksti taip:
abblc = ab - 1000 + 51ec.

Skaiciai ab51c ir 1000 dalijasi i$ 8, todél ir 51c dalijasi is 8. I$ desimties galimy skaitmens
c reikSmiy tinka tik ¢ = 2 (tada 512 = 8 - 64).

Remiantis dalumo i$ 9 pozymiu (naturalusis skaicius dalijasi i$ 9 tada ir tik tada, kai
jo skaitmeny suma dalijasi i$ 9), skaitmeny suma a+b+5+1+2 = 8+ a+ b dalijasi i3
9. Kita vertus, 7 < a+b+8 < 949+8 = 26. Vadinasi, a+b+8 =9 arbaa+b+8 = 18
(tarp skaiciy 7 ir 26 yra lygiai du skai¢iaus 9 kartotiniai — 9 ir 18). Taigi a+b = 1 arba
a+ b= 10.

Jei a + b =1, tai tinka tik a = 1 (tada b = 0; prisiminkime, kad pirmasis skai¢iaus
skaitmuo a nelygus 0). Jei a + b = 10, tai tinka a = 1,2,...,9 (tada atitinkamai
b=9,8,...,1).

Gautieji 10 skaiciy 10512, 19512, 28512, 37512, 46512, 55512, 64512, 73512, 82512,
91512 dalijasi is 72.

Ats.: 10.

2 uzdavinys. Vienos kelionés metu traukinys 80 m ilgio tuneliu vaziavo 8 sekundes,
o veliau 140 m ilgio tuneliu — 11 sekundziy. Nustatykite traukinio ilgji. (Traukinio
greitis pastovus. Vaziavimo tuneliu trukmeé skaiciuojama nuo traukinio jvaziavimo j
tunelj pradzios iki iSvaziavimo i$ tunelio pabaigos.)

Sprendimas. Traukinio ilgi pazymékime [ m, o greitj — v m/s. Traukiniui vaziuojant
pirmuoju tuneliu, traukinio priekis nueina 80 m atstuma, iSnyra is tunelio, o tada nueina
[ m atstuma, kol i$ tunelio iSnyra visas tokio ilgio traukinys. Bendras nueitas atstumas

lygus laiko ir grei¢io sandaugai: 80 + [ = 8v. Analogiskai gauname, kad 140 4+ [ = 11wv.
Belieka isspresti dviejy tiesiniy lygciy sistema:

3v=11v—8v = (140+1) — (80 + 1) =60, ©v=20, [=28v— 80 =80.

Taigi traukinio ilgis yra 80 metry.
Ats.: 80 m.



3 uzdavinys. Taskai M ir N yra atitinkamai trikampio ABC krastiniy AB ir AC'
vidurio taskai. Pusiaukrastinés BN ir C'M yra statmenos. Raskite trikampio ABC
plota, jei zinoma, kad pusiaukrastiniy BN ir C'M ilgiai yra atitinkamai 8 ir 12.

B

A N C

Pirmasis sprendimas. Pusiaukrastiniy BN ir C'M susikirtimo taska pazymékime E (Zr.
pav.). Remiantis pusiaukrastiniy savybe (trikampio pusiaukrastiniy susikirtimo taskas
kiekvieng jo pusiaukrastine dalija santykiu 2 : 1, skai¢iuojant nuo trikampio virsunés),
BE : EN =2 :1. Todél BE = %BN = % -8 = %. Be to, BE yra trikampio M BC
aukstiné, nes pusiaukrastinés BN ir C'M yra statmenos. Taigi

1 1 16
S =-MC-BE=—--12. — = 32.
AMBC = g 5 3
Kita vertus, trikampio ABC' aukstinés, nuleistos is virsunés C ilgj pazymeéje h, gauname

1 1
SAABcz§AB~h:§~2MB-h:25AMBC:2~32:64.

Antrasis sprendimas. Kadangi BE ir N E yra atitinkamai trikampiy M BC' ir MCN

aukstinés, tai

1 1
SAMBC == §MC . BE, SAMCN - §MC : NE

Todél

1 1 1

SavBe + Samon = §MC (BE+NE) = §MC -BN = 5 -12 -8 =48. (1)
Kita vertus, trikampiai AMN ir ABC' yra panasus (AM : AB = AN : AC = % ir
kampas A yra bendras) su panasumo koeficientu k = % Todél
1

Spamn = k*Spaapc = ZSAABC-

IS ¢ia ir i$ (1) gauname
3

1
48 = Same + Samen = Saapc — Saamn = Saac — ZSAABC = ZSAABC-

Vadinasi, Saapc = 3 - 48 = 64.



Ats.: 64.

4 uzdavinys. Kiekviename 3 x 4 lentelés langelyje Sofija jrasé po viena naturalyjj
skai¢iy. Visi lenteléje jrasyti skaiciai yra skirtingi. Paaiskéjo, kad visy eiluciy skaiciy
sumos yra tarpusavyje lygios ir visy stulpeliy skaiciy sumos yra tarpusavyje lygios.
Visy lenteléje parasyty skaiciy suma pazymékime s. Raskite visas jmanomas sumos s

reikSmes, mazesnes uz 130.

Sprendimas. Sofija 3 x 4 lenteléje is viso jrasé 12 skirtingy naturaliyjy skaic¢iy. Todél
s>14+2+4+---412=78. Kadangi lentele turi lygiai tris eilutes ir visy eiluciy skaiciy
sumos yra tarpusavyje lygios, tai skaicus s dalijasi i 3. Kita vertus, lenteléje i$ viso
yra keturi stulpeliai ir visy juy skaiciy sumos yra tarpusavyje lygios. Todél skaicius s
dalijasi is 4. Vadinasi, skaicCius s dalijasi i$ 3 -4 = 12. Be to, 78 < s < 130, todél
s = 84, 96, 108 arba 120.

Irodysime, kad kiekviena i$ Siy reiksmiy yra jmanoma. IS tikryjy, bet kurioje i
pateikty lenteliy turime s = 84. Likusius atvejus s = 96, 108 ir 120 galima gauti prie
lentelés su s = 84 kiekvieno skaic¢iaus pridedant atitinkamai 1, 2 ir 3.
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Pastaba. Jei lentelé su joje jrasytais skaiciais tenkina uzdavinio salyga, tai sukeitus
vietomis bet kurias dvi jos eilutes arba bet kuriuos du jos stulpelius, gaunama lentelé,
kuri taip pat tenkina uzdavinio salyga. Dar daugiau — visos lenteles, atitinkancios

s = 84, gaunamos iS pateikty penkiy lenteliy, keic¢iant vietomis juy eilutes arba stulpelius.

Ats.: 84, 96, 108, 120.

5 uzdavinys. Raskite lygciy sistemos

2622 + 5y? + 2922 = 20wy + 4rz + 10yz,
2?42+ 23 = 1072

visus realiuosius sprendinius (z,y, 2).



Sprendimas. Kadangi
262% + 5y* + 292% — 207y — 4oz — 10yz = (5x — 2y)* + (v — 22)* + (y — 52)?,
tai pirmaja sistemos lygtj galime perrasyti taip:
(52 —2y)* + (z — 22)* + (y — 52)* = 0.
I ¢ia gauname 5z — 2y = x — 22 = y — 5z = 0. Vadinasi, + = 2z ir y = 52z. Sias
iraiskas jrase i antrajg sistemos lygti, gauname 823 + 12523 + 23 = 1072. Taigi z = 2.

Dabar galime suskaic¢iuoti = ir y: © = 22 = 4, y = 52z = 10. Nesunku patikrinti, kad

(4,10,2) yra pradinés sistemos sprendinys.

Ats.: {x =4,y =10,z = 2}.



