Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduotys 11-12 klasei
2017 m.

1 uzdavinys. Naturaliyjy n-zenkliy skaiciy, kuriy desimtainéje israiskoje néra skait-
mens 2, bet yra bent vienas skaitmuo 1, kiekj pazymékime a,. a) Raskite skai¢iaus ag
desimtaine israiska. b) Irodykite, kad y/2a; — 16ag yra sveikasis skaicius.

2 uzdavinys. Vienos kelionés metu traukinio kelyje pasitaiké du tuneliai. Pirmuoju
jis vaziavo 8 sekundes, o antruoju, kuris buvo 75% ilgesnis, jis vaziavo 11 sekundziy.
Kitas traukinys buvo 5% greitesnis uz pirmajj traukinj ir antruoju tuneliu vaziavo 10
sekundziy. Raskite traukiniy ilgiy santykj. (Traukiniy greic¢iai pastovus. Vaziavimo
tuneliu trukmeé skai¢iuojama nuo traukinio jvaziavimo j tunelj pradzios iki iSvaziavimo

i$ tunelio pabaigos.)

3 uzdavinys. Apskritimo styga AB, kurios ilgis yra 10, statmena apskritimo skers-
meniui C'D ir kerta S skersmenj taske E. Apskritimo viduje nubrézti nelygus ap-
skritimai ¢; ir c,, kuriy skersmenys yra atitinkamai atkarpos CE ir DE. Siy dviejy
apskritimy vidus nuspalvintas. Ties¢ F'G liecia ¢; ir cp atitinkamai (skirtinguose) tas-
kuose F'ir G. Raskite a) didziojo skritulio nenuspalvintos dalies plota; b) atkarpos F'G
ilgj.

4 uzdavinys. Viename uzsienio mieste vieSojo transporto bilietas galioja 7 dienas
arba 30 dieny. Bilietas atitinkamai kainuoja 7 Eur 3 ct arba 30 Eur. Studentas ketina
mieste iSbuti 3 metus, t. y. 1096 dienas, o vieSuoju transportu naudotis kasdien. Kiek
maziausiai pinigy jis gali isleisti bilietams?

5 uzdavinys. Naturalieji skaiciai a, m,n tenkina lygtj

(a®>+2)™ = (2a — 1)™

Raskite visas galimas skaic¢iaus a reikSmes.

Kiekvienas uzdavinys vertinamas 5 taskais.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduociy 11-12 klasei sprendimai
2017 m.

1 uzdavinys. Naturaliyjy n-zenkliy skaiciy, kuriy desimtainéje israiskoje néra skait-
mens 2, bet yra bent vienas skaitmuo 1, kiekj pazymékime a,,. a) Raskite skaiCiaus ag
desimtaine israiska. b) Irodykite, kad y/2a; — 16ag yra sveikasis skaicius.

Sprendimas. a) Norint gauti SeSiazenklj naturalyjj skaic¢iy be skaitmens 2, pirmaji
skaitmen] galima pasirinkti bet kaip is astuoniy skaitmeny 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, o
kiekvieng is likusiy penkiy skaitmeny — bet kaip iS devyniy skaitmeny 0, 1, 3, 4, 5, 6,
7,8,9. I8 viso turime 8-9-9-9-9-9 = 8-9° = 472 392 galimybes.

Dalyje taip gauty desimtainiy israisky skaitmuo 1 yra, o dalyje néra. Kad gautume
tokia israiska, kurioje skaitmens 1 néra, pirmajj skaitmenj galime pasirinkti bet kaip is
septyniy skaitmeny 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, o kiekviena i$ likusiy penkiy skaitmeny — bet kaip
i$ astuoniy skaitmeny 0, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. I8 viso turime 7-8-8-8-8-8 = 7-8% = 229 376
galimybes.

Tada israisky, kuriose yra skaitmuo 1, bet néra skaitmens 2, yra 472 392 — 229 376 =
= 243 016.

b) Jau nustatéme, kad ag = 8 - 9° — 7 - 8. Analogiskai, a; = 8- 95 — 7. 8%, Tada

2a7 —16ag = 16-9°—2-7-8°~16-8-9°+16-7-8° = 16-9°-(9—8) —7-8°-(2-8 — 16) =

=16-9° = /2a; — 16a5 = V16-9> =4 - 3.
Ats.: a) 243 016.

2 uzdavinys. Vienos kelionés metu traukinio kelyje pasitaiké du tuneliai. Pirmuoju
jis vaziavo 8 sekundes, o antruoju, kuris buvo 75% ilgesnis, jis vaziavo 11 sekundziy.
Kitas traukinys buvo 5% greitesnis uz pirmajj traukinj ir antruoju tuneliu vaziavo 10
sekundziy. Raskite traukiniy ilgiy santykj. (Traukiniy grei¢iai pastovus. Vaziavimo
tuneliu trukmeé skai¢iuojama nuo traukinio jvaziavimo j tunelj pradzios iki iSvaziavimo

iS tunelio pabaigos.)

Sprendimas. Pirmojo ir antrojo traukiniy ilgius atitinkamai pazymeékime /; m ir I m,
o greiCius — atitinkamai v; m/s ir v, m/s. Tuneliy ilgius pazymékime s; m ir s, m.
Tada vy = (1+0,05)v; = 2lvy ir 55 = (14 0,75)s; = Ts.

Pirmajam traukiniui vaziuojant pirmuoju tuneliu, traukinio priekis nueina s; m at-
stumg, isSnyra is tunelio, o tada nueina [; m atstumag, kol i$ tunelio iSnyra visas tokio

ilgio traukinys. Bendras nueitas atstumas lygus laiko ir grei¢io sandaugai: s; +1; = 8vy.



Analogiskai gauname, kad sy + [ = 11vy ir $o + lo = 10v,. Atimkime pirmaja lygtj is

antrosios:
781 381
31)1 :111)1—8’01 = (52+l1>—(81+ll)252—51:T—SlzT — 81:4U1.
Tada l; = 8v; — 51 = 4v;. Atimkime trecigja lygtj i$ antrosios:
21
% = 111}1—10- U1 = 11?)1 —10?)2 = (52+l1>— (524—[2) :ll—l2:41}1—l2 —

l2:4’01—%:3,51]1 - l1312:4U113,5’01:827.
Ats.: 8: 7.

3 uzdavinys. Apskritimo styga AB, kurios ilgis yra 10, statmena apskritimo skers-
meniui C'D ir kerta §j skersmenj taske E. Apskritimo viduje nubrézti nelygus ap-
skritimai ¢; ir c,, kuriy skersmenys yra atitinkamai atkarpos CE ir DE. Siy dviejy
apskritimy vidus nuspalvintas. Ties¢ F'G liecia ¢; ir ¢p atitinkamai (skirtinguose) tas-
kuose F'ir G. Raskite a) didziojo skritulio nenuspalvintos dalies plota; b) atkarpos F'G
ilgj.

Sprendimas. Apskritimai ¢; ir ¢y su centrais Oy ir Oy liecia vienas kita, styga AB ir
didjji apskritima (7zr. pav.). Skersmuo dalija statmena styga pusiau: AE = AB :2 = 5.
Triju apskritimy skersmenis pazymékime 2ry = CE, 2ro = DFE ir 2R = C'D. Tada
2R =CD = CE + DFE = 2r; + 2ry. Kadangi C'D yra skersmuo, tai trikampis CAD
yra statusis. Pritaikykime Pitagoro teorema trikampiams AEC, AED ir CAD:

AC? = AE* + CE® =25+ 4r], AD? = AE® + DE? = 25 + 4r3,
AR* = CD* = AC? + AD? = (25 + 4r7) + (25 + 4r3) = 50 + 4r% + 473,
2riry = (ry +19)* —rf —rs = R* —r? —r3 =50:4 = 25/2.
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Reiskinio 79 reikSme galima gauti ir kitaip. Pvz., remiantis panasiyjy trikampiy
ACE ir DAFE krastiniy santykiy lygybe arba stygu savybe, pritaikyta AB ir C'D:
AE-BE=CFE - DE.

a) Teskomas plotas gaunamas i$ didziojo skritulio ploto atémus mazesniuju skrituliy
plotus: S =7R?*—ar —ar3 = n(R? —r} —r3) = £

b) Kadangi apskritimy spinduliai O1F ir OoG statmeni liestinei F'G, tai O10,GF
yra stacioji trapecija ir ja galima padalyti i staciakampj ir statujj trikampj (zr. pav.;
¢ia r; > ry, priesingas atvejis analogiskas). Paryskinto trikampio vienas statinis lygus
trapecijos aukstinei F'G, o kitas — trapecijos pagrindy skirtumui O F — OsG = r| — 1.

Trikampiui pritaikykime Pitagoro teorema:
(Tl +T2)2 = 0105 = FG2+(T’1 —T2)2 E FG2 = (7’1—|—T2>2— (7’1 —7’2)2 = 4T17‘2 = 25.

Taigi FFG = 5. (Beje, atsakymas buty tas pats, jei apskritimai ¢; ir ¢; buty lygus.)
Ats.: a) T b) 5.

4 uzdavinys. Viename uzsienio mieste viesojo transporto bilietas galioja 7 dienas
arba 30 dieny. Bilietas atitinkamai kainuoja 7 Eur 3 ct arba 30 Eur. Studentas ketina
mieste isbuti 3 metus, t. y. 1096 dienas, o vieSuoju transportu naudotis kasdien. Kiek

maziausiai pinigy jis gali iSleisti bilietams?

Sprendimas. Tarkime, kad studentas nusiperka a savaitiniy ir b ménesiniy biliety.
Tada jis isleidzia s = 7,03a 4+ 300 eury ir gali naudotis vieSuoju transportu ¢t = 7a + 300
dieny. Reikia rasti maziausia galima s reiksme, kai ¢t > 1096. Nagrineékime du atvejus.

1) Tarkime, kad ¢ = 1096. Tada s = t + 0,03a = 1096 + 0,03a. Turime parinkti
kuo mazesne skaiciaus a reiksme, tenkinacia lygti 7a 4+ 30b = 1096. Skaicius 1096 — 7a
turi dalytis i 30. Tikrinant is eilés reiksmes a = 0,1,2, ..., pirmoji tokia a reikSmeé
yra a = 28, tada b = (1096 — 7 - 28)/30 = 30. Mazesnes a reikSmes galima greitai
atmesti: skaiciaus 7a + 30b, todeél ir 7a paskutinis skaitmuo yra 6, o taip bus, tik kai
skaic¢iaus a paskutinis skaitmuo yra 8. Tai pastebéjus, uztenka patikrinti tik a = 8
ir a = 18. (Kitas budas sumazinti perranka buty pastebéti, kad 300 < 1096, todeél
b < 36. Maziausia galima skaic¢iaus 7a = 1096 — 300 reikSme yra pirmasis is skaiciy
1096 — 30 - 36, 1096 — 30 - 35, 1096 — 30 - 34, ..., kuris dalijasi iS 7. Tai yra skaicius
7a = 1096 — 30 - 30 = 196.)

Taigi a > 28 ir s > 1096+ 0,03 - 28 = 1096,84. Pastaroji reiksmeé jgyjama, kai a = 28,
b =30 (ir t = 1096). Taigi ji yra maziausia galima, kai ¢t = 1096.

2) Tarkime, kad t > 1096. Tada s = ¢ + 0,03a > t > 1097 > 1096,84. Taigi Siuo

atveju maziausia galima s reikSmeé yra didesné nei pirmuoju atveju, jos ieskoti neverta.

Ats.: 1096,84 Eur.



5 uzdavinys. Naturalieji skaiciai a, m,n tenkina lygtj
(a® +2)™ = (2a — 1)™.
Raskite visas galimas skaic¢iaus a reikSmes.

Sprendimas. Nagrinékime pirminj skai¢iaus a? + 2 daliklj p. I§ jo dalijasi (a® +
+2)™ = (2a — 1)", todeél ir 2a — 1. Tada i$ p dalijasi skaicius

(20 —1)? =4a*> —4da+1=4(a®>+2) — (4a +7) =4(a®+2) —2(2a — 1) — 9

bei skaicius 9 = 4(a?+2) —2(2a — 1) — (2a— 1) (i$ p dalijasi kiekvienas i3 triju reiskinio
nariy). Vadinasi, p = 3. Kadangi skai¢ius a®+ 2 neturi kity pirminiy dalikliy be trejeto,
tai jis yra trejeto laipsnis.

Jei ¢ yra pirminis skai¢iaus 2a — 1 daliklis, tai i$ jo dalijasi (a® + 2)™ = (2a — 1)™,
todeél ir a? + 2. Tada ¢ = 3. Vadinasi, ir 2a — 1 yra trejeto laipsnis.

Pazymékime a* + 2 = 3% ir 2a — 1 = 3¢ (z,y > 0). Jei min (z,y) > 3, tai a®* + 2 ir
2a — 1 dalijasi i§ 3% = 27. Taciau tokiu atveju 9 = 4(a* + 2) — 2(2a — 1) — (2a — 1)?
dalijasi i$ 27. Gavome prieStarg. Vadinasi, min (z,y) < 2, ir vienas i$ skai¢iy a* + 2 bei
2a — 1 lygus 1, 3 arba 9. Tada a = 1, 2 arba 5.

Jeia =1, tai 3™ = 1" = 1, ir m = 0 néra natiiralusis skaicius. Jeia = 2, tai a®>+2 = 6
néra trejeto laipsnis. ReikSmé a = 5 kartu su m = 2, n = 3 tenkina uzdavinio salyga:
272 = 93,

Ats.: 5.



