Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduotys 9-10 klasei
2020 m.

1 uzdavinys.

a) Kiek yra naturaliyjuy trizenkliy skai¢iy, kuriy paskutinis skaitmuo lygus kity
dviejy skaitmeny sumai?

b) Kiek yra naturaliyju trizenkliy skaiciy, kuriy paskutinis skaitmuo lygus kity

dviejy skaitmeny sumai arba sandaugai?

2 uzdavinys. Begalinés sachmaty lentos (i langelius padalytos plokstumos) lan-
gelyje stovi bokstas. Pirmuoju éjimu jis eina horizontaliai per viena langelj (t. y. i
langelj, gretima pradiniam). Antruoju éjimu bokstas eina vertikaliai per du langelius
(t. y. persokdamas vieng langelj). Bendru atveju n-tuoju éjimu bokstas eina per n
langeliy horizontaliai arba vertikaliai, kai n yra atitinkamai nelyginis arba lyginis.

a) Irodykite, kad bokstas gali grizti i pradinj langelj.

b) Nustatykite, kiek maziausiai éjimy reikia, kad bokstas grizty i pradinj langelj.
3 uzdavinys. Kvadrato FFGH krastines GH vidurio taskas sutampa su kvadrato
ABCD centru. Taskai A, B, C, D, E, F priklauso vienam apskritimui. Raskite
kvadraty ABCD ir EFGH ploty santykj.
4 uzdavinys. Raskite lygé¢iy sistemos

22+ 3zy — 3z = —27,
y*—ay—3y =25

visus realiuosius sprendinius (z,y).
5 uzdavinys. Naturalyjj skaic¢iy n dalijant su liekana is 1,2, 3, ..., n, atitinkamai

gautos liekanos 1,79, 73,...,7, (jei n dalijasi i$ k, tai rp = 0). Visy n liekany suma
lygi 2n. Raskite visas galimas skaic¢iaus n reikSmes.

Kiekvienas uzdavinys vertinamas 5 taskais.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduoCiy 9-10 klasei sprendimai
2020 m.

1 uzdavinys.
a) Kiek yra naturaliyjuy trizenkliy skaiciy, kuriy paskutinis skaitmuo lygus kity
dviejy skaitmeny sumai?
b) Kiek yra naturaliyju trizenkliy skaic¢iy, kuriy paskutinis skaitmuo lygus kitu
dviejy skaitmeny sumai arba sandaugai?

Sprendimas. a) Perrinkime atvejus. Kai paskutinis skaitmuo lygus 9, gauname 9
skaic¢ius 189, 279, 369, 459, 549, 639, 729, 819, 909. Toliau analogiskai randame:
8 skaicius 178, ...,808; 7 skaicius 167,...,707; 6 skaicius 156,...,606; 5 skaicius
145,...,505; 4 skaic¢ius 134,...,404; 3 skaic¢ius 123, 213, 303; 2 skaicius 112, 202
ir skaiciy 101.

Galima mastyti ir abstrakéiau: trizenklis skaicius ABC tenkina salyga, kai A = C—B
ir B< C (nes A > 0). Todél C' > 0, ir kiekvienam tokiam C' galime parinkti C' skirtingy
skaitmens B reikSmiy 0,1,...,C' — 1 bei atitinkamai A=C, C -1, ..., 1.

Gauname is viso 1 + 2 + ... + 9 = 45 tinkamus skaicius.

b) Suskaiciuokime, kiek yra tinkamuy skaiciy, kuriy paskutinis skaitmuo lygus kitu
dviejy skaitmeny sandaugai. Vel galima perrinkti visas paskutinio skaitmens reikSmes.
Bet patogiau pirmiausiai iSvardyti visus tinkamus skaiéius, turincius skaitmenj 1 arba 0.
Tai 9 skaiciai 100, 200, ..., 900, skaicius 111 ir 8 - 2 = 16 skaiciy 122, 212, 133, 313,
..., 199, 919. Kadangi A-0# A+0,kai A#0,ir A-1# A+ 1, tai joks is siy skaiciy
netenkina a) dalies salygos.

Kai abu pirmieji skaitmenys yra didesni uz 1, gauname 6 skaicius 224, 236, 248, 326,
339, 428. Vienas i ju (224) tenkina a) dalies salyga. Gauname 32 skaicius, is kuriy 31
netenkina a) dalies salygos, o a) dalyje gavome 45 skaicius.

IS viso gauname 31 + 45 = 76 tinkamus skaicius.
Ats.: a) 45; b) 76.

2 uzdavinys. Begalinés Sachmaty lentos (j langelius padalytos plokstumos) langelyje
stovi bokstas. Pirmuoju éjimu jis eina horizontaliai per viena langelj (t. y. i langelj,
gretima pradiniam). Antruoju éjimu bokstas eina vertikaliai per du langelius (t. y.
persokdamas vieng langeli). Bendru atveju n-tuoju éjimu bokstas eina per n langeliy

horizontaliai arba vertikaliai, kai n yra atitinkamai nelyginis arba lyginis.

a) Irodykite, kad bokstas gali grizti j pradinj langelj.



b) Nustatykite, kiek maziausiai éjimy reikia, kad bokstas grizty i pradinj langel;.

Sprendimas. a) Pavyzdziui, bokstas gali grizti i pradinj langelj 7 éjimais, jei is eilés

eis desinén, aukstyn, kairén, aukstyn, kairén, Zemyn, desinén (Zr. pav.).
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b) Irodykime, kad maziau nei 7 éjimuy nepakaks. Tam, kad bokstas griztu j pradinj
stulpelj, jis savo nelyginiais éjimais turi nueiti per tiek pat langeliy kairén ir desinén.
Jei éjimy yra maziau nei 7, tai nelyginiais éjimais bokstas nuéjo per 1 langelj (ir pateko
i gretima stulpelj) arba per 1 ir 3 langelius, t. y. iS viso per 1 +3 =4 arba 3 — 1 = 2
stulpelius, arba per 1, 3 ir 5 langelius, t. y. iSvisoper 4 +5=9,2+5=7,5—-4=1
arba 5 — 2 = 3 stulpelius. Taigi né vienu atveju bokstas j pradinj stulpelj negrjs.

Kad 7 éjimy pakanka, jsitikinome a) dalyje.

Ats.: b) 7.

3 uzdavinys. Kvadrato FF'GH krastinés GH vidurio taskas sutampa su kvadrato
ABCD centru. Taskai A, B, C, D, E, F priklauso vienam apskritimui. Raskite
kvadraty ABCD ir EFGH ploty santykj.

Sprendimas. Apskritimo ABCD centra pazymékime O.
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Tada OA = OB = OC = OD, ir apskritimas su centru O bei spinduliu OA yra tas
vienintelis apskritimas, kuris apibréztas apie trikampj ABC' ir kuriam priklauso taskai
D,E, F. Pazymékime R = OA. Trikampiams ABC ir OHFE pritaikykime Pitagoro

teorema;:
2AB? = AB®> 4+ BC? = AC? = (AO + OC)?* = (R + R)* = 4R?,
R?=OF*=OH?+ HE* = (GH/2)* + GH? = 5GH?*/4.

Kvadraty ploty santykis lygus

AB?  2R?
o = 1 = 25
5

Ats.: 2,5.

4 uzdavinys. Raskite lygciy sistemos
2?4+ 3wy — 3x = =27,
y? —xy — 3y = 25
visus realiuosius sprendinius (x,y).
Sprendimas. Sudékime duotasias lygtis ir pazymékime v = x + y:
—2=—27+4+25 =2+ 22y +y* — 3z — 3y = v — 3u.

Kvadratinés lygties u? — 3u + 2 = 0 sprendiniai yra 1 ir 2. Kai u = 1, gauname

3v6 3v6
y=1-2, —27=2°4+3z(1—1z)—3z=—227% x:j:;/_, y:1$\2/_.

Kai v = 2, analogiskai gauname
y=2—-2, —27T=2"+32(2—12)— 3z =—22%+ 3z,

r=-3, y=5 arba x=45y=-25.

Gautieji keturi sprendiniai tenkina pirmaja duotosios sistemos lygti. Kad jie tenkina
ir antraja, galima patikrinti tiesiogiai. Taciau pakanka pastebéti, kad jie tenkina vieng
is lygybiy x +y = 1 ir x +y = 2 ir todél tenkina sistemos lygc¢iy suma. Vadinasi, kartu
tenkindami pirmaja lygti, tenkina ir antraja.

Ats.: (38,1 —3Y0) (=348 1 4 3¥0) (=3,5), (4}, -23).

5 uzdavinys. Naturalyjj skaiciy n dalijant su liekana is 1,2, 3,...,n, atitinkamai
gautos liekanos 71,79, 73,...,7, (jei n dalijasi iS k, tai r, = 0). Visy n lickany suma
lygi 2n. Raskite visas galimas skaic¢iaus n reikSmes.



Sprendimas. Irodysime, kad n netenkina salygos, jei yra pakankamai didelis.
Tarkime, kad skaic¢ius n tenkina uzdavinio salyga. Nagrinékime du atvejus.

Tarkime, kad skaic¢ius n = 2m lyginis. Jei m + 8 < 2m, tai
2n 2 1+ rmeat . A rmes = (m—1)+(m—2)+. . .+(m—8) = 8m—36 = 2n+4m—36,

dm —-36 <0irm < 9. Jeim+ 8 > 2m, tai m < 8.
Tarkime, kad skaicius n = 2m + 1 nelyginis. Jei m + 8 < 2m + 1, tai

2n 2 1+ rmaet A rms=m+(m—1)+...+(m—7) =8m—28 = 2n+4m — 30,

dm —30<0irm < 7. Jeim+8>2m+1,taim < 7.

Taigi, n < 16 arba n = 18. Pastaruoju atveju gauname priestara: 36 > ry+7rio+711+
+...+r7 =248+47+...41 = 38. Likusius atvejus taip pat tikrinkime tiesiogiai. Kai
n=1,2,...,16, gauname lickany suma, atitinkamai lygia 0, 0, 1, 1, 4, 3, 8, 8, 12, 13, 22,
17, 28, 31, 36, 36. Kad skaiciavimai buty greitesni, paranku pastebéti, kad kaskart nuo
vidurio (nuo 7,,41) liekanos désningai mazéja (sudaro aritmetine progresija). Salyga
tenkina tik n = 11.

Ats.: 11.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduotys 11-12 klasei
2020 m.

1 uzdavinys.

a) Kiek yra naturaliyjuy trizenkliy skaiciy, kuriy paskutinis skaitmuo lygus kity
dviejy skaitmeny sumai?

b) Kiek yra naturaliyjy trizenkliy skaiciy, kuriy paskutinis skaitmuo lygus kity
dviejy skaitmeny sumai arba sandaugai?

2 uzdavinys. Dviraciy lenktynése keli dviratininkai vaziavo gulscigja trasos dalimi
tuo paciu pastoviu 40 km/h greiciu. Juy sudaromos vilkstinés ilgis buvo 200 m. Toli-
mesne trasos dalis yra jkalné, todél joje kiekvienas is vilkstinés dviratininky vaziavo
pastoviu 24 km/h grei¢iu. Koks buvo vilkstineés ilgis, kai visi Sie dviratininkai vaziavo
ikalne?

3 uzdavinys. Daina sukarpé popieriaus lapg i n > 1 lapeliy ir juose jrasé skaicius
1,2,3,...,14, kiekvieng skai¢iy panaudodama po lygiai vieng karta. Kiekviename
lapelyje irasyty skaiciy suma yra tokia pati (joks lapelis neliko tuscias, o jei lapelyje
jrasytas vienas skaicius, tai suma lygi tam skai¢iui). Raskite visas galimas n reikSmes.

4 uzdavinys. Lygiasonio trikampio ABC kampas B statusis. Taskai M ir N
atitinkamai dalija krastines AC ir BC' pusiau. Tieséje BM pazymétas toks taskas X,
kad ZANX = 90°. Raskite atkarpos AX ilgj, jei AB = 1.

5 uzdavinys. Apskaiciuokite
64" + 729"
144 + 324%°
jei

8% + 27*

127 4-18*

Kiekvienas uzdavinys vertinamas 5 taskais.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduoCiy 11-12 klasei sprendimai
2020 m.

1 uzdavinys.
a) Kiek yra naturaliyjuy trizenkliy skai¢iy, kuriy paskutinis skaitmuo lygus kity
dviejy skaitmeny sumai?
b) Kiek yra naturaliyjy trizenkliu skaic¢iy, kuriy paskutinis skaitmuo lygus kitu

dviejy skaitmeny sumai arba sandaugai?

Sprendimas. a) Perrinkime atvejus. Kai paskutinis skaitmuo lygus 9, gauname 9
skaic¢ius 189, 279, 369, 459, 549, 639, 729, 819, 909. Toliau analogiskai randame:
8 skaicius 178, ...,808; 7 skaic¢ius 167,...,707; 6 skaic¢ius 156,...,606; 5 skaic¢ius
145,...,505; 4 skaicius 134,...,404; 3 skaicius 123, 213, 303; 2 skaicius 112, 202
ir skaiciy 101.

Galima mastyti ir abstrakéiau: trizenklis skai¢ius ABC tenkina salyga, kai A = C—B
ir B< C (nes A > 0). Todéel C' > 0, ir kiekvienam tokiam C' galime parinkti C' skirtingy
skaitmens B reiksmiy 0,1,...,C — 1 bei atitinkamai A=C, C —1, ..., 1.

Gauname i$ viso 1 + 2 4+ ... + 9 = 45 tinkamus skaicius.

b) Suskaic¢iuokime, kiek yra tinkamy skaiciy, kuriy paskutinis skaitmuo lygus kity
dviejy skaitmeny sandaugai. Vél galima perrinkti visas paskutinio skaitmens reiksmes.
Bet patogiau pirmiausiai iSvardyti visus tinkamus skaicius, turin¢ius skaitmenj 1 arba 0.
Tai 9 skaiciai 100, 200, ..., 900, skaic¢ius 111 ir 8 - 2 = 16 skaiciy 122, 212, 133, 313,
..., 199, 919. Kadangi A-0# A+4+0, kai A#0,ir A-1# A+ 1, tai joks is siy skaiciy
netenkina a) dalies salygos.

Kai abu pirmieji skaitmenys yra didesni uz 1, gauname 6 skaicius 224, 236, 248, 326,
339, 428. Vienas i$ ju (224) tenkina a) dalies salyga. Gauname 32 skaicius, i$ kuriy 31
netenkina a) dalies salygos, o a) dalyje gavome 45 skaicius.

IS viso gauname 31 + 45 = 76 tinkamus skaicius.

Ats.: a) 45; b) 76.

2 uzdavinys. Dviraciy lenktynése keli dviratininkai vaziavo gulscigja trasos dalimi
tuo paciu pastoviu 40 km/h grei¢iu. Jy sudaromos vilkstines ilgis buvo 200 m. To-
limesné trasos dalis yra jkalné, todél joje kiekvienas is vilkstinés dviratininky vaziavo
pastoviu 24 km/h greic¢iu. Koks buvo vilkstines ilgis, kai visi sie dviratininkai vaziavo

ikalne?

Sprendimas. Nagrinékime pirmajj ir paskutinjjj vilkstinés dviratininkus. Pazymeéki-
me juos atitinkamai A ir B. Kai A atsiduré naujoje trasos dalyje, atstumas tarp A ir B



buvo 200 metry. Todél B (ir kartu visa vilkstiné tarp A ir B) atsiduré jkalnéje per
0,2 :40 = 555 (h). Per ta laika A nuvaziavo jkalne 55 - 24 = 0,12 (km). Taigi tuo metu
atstumas tarp A ir B (vilkstineés ilgis) sumazéjo iki 120 metry. Toliau visi dviratininkai
vaziavo tuo paciu greiciu, todél vilkstines ilgis nekito.

Ats.: 120 m.

3 uzdavinys. Daina sukarpé popieriaus lapg i n > 1 lapeliy ir juose jrasé skaicius
1,2,3,...,14, kiekvieng skaic¢iy panaudodama po lygiai viena karta. Kiekviename lape-
lyje irasyty skai¢iy suma yra tokia pati (joks lapelis neliko tuscias, o jei lapelyje jrasytas
vienas skai¢ius, tai suma lygi tam skai¢iui). Raskite visas galimas n reikSmes.

Sprendimas. Kiekvieno lapelio skaic¢iy sumg pazymékime s. Tadans =14+2+...+
+ 14 = 105 = 3 -5 - 7. Skaicius s dalija skaic¢iy 105, ir jo galimos reikSmeés yra s = 1,
3,5, 7,15, 21, 35, 105. Kadangi n > 1, o viename is lapeliy jrasytas skaicius 14, tai
14 < s < 105. Lieka trys atvejai.

Jei s = 15, tai n = 7. Skaiciai 7 lapeliuose gali buti tokie:

1,14; 2,13; 3,12; 4,11; 5,10; 6,9; 7,8.

Jei s =21, tai n = 5. Skaiciai 5 lapeliuose gali buti tokie:

1,7,13; 2,5,14; 3,6,12; 10,11; 4,8,9.
Jei s = 35, tai n = 3. Skaiciai trijuose lapeliuose gali buti tokie:

8,13,14; 2,10,11,12; 1,3,4,5,6,7,9.
Ats.: 3,5, 7.

4 uzdavinys. Lygiasonio trikampio ABC kampas B statusis. Taskai M ir N atitin-
kamai dalija krastines AC' ir BC pusiau. Tieséje BM pazymétas toks taskas X, kad
ZANX = 90°. Raskite atkarpos AX ilgj, jei AB = 1.

Sprendimas.
X




Lygiasonio trikampio ABC pusiaukrastine BM kartu yra jo pusiaukampineé ir auks-
tiné, todeél trikampio BMC' kampai yra 90°, 45°, 45°. Taigi sis trikampis yra statusis
lygiasonis. Analogiskai, jo pusiaukrastiné M N dalija ji i stac¢iuosius lygiasonius trikam-
pius BM N ir CM N. Irodykime, kad statusis trikampis AN X taip pat lygiasonis.

Kadangi /BNM = ZANX, tai ZANM = /XNB. Be to, ZAMN = 180° — 45° =
= /ZXBN ir MN = BN. Vadinasi, trikampiai AMN ir X BN lygus pagal krastine ir
du kampus. Tada NA = NX.

Galimas ir kitoks jrodymas. Kadangi ZAMX = 90° = ZANX, tai keturkampis
AMNX jbréztinis ir ZAXN = 180° — LZAMN = ZCMN = 45°. Tada trikampio
AN X kampai yra 45°, 90°, 180° — 90° — 45° =45°, ir NA = NX.

Pritaikykime Pitagoro teoremg trikampiams ABN ir AN X:

AN? = AB* + BN? = AB* + (BC/2)* = AB* + (AB/2)* = §,

5 10
AX?=NA?+ NX? =2NA? = 3 AX = £.

2
Ats.: @.
5 uzdavinys. Apskaic¢iuokite
64% 4 729"
1447 + 3247’
jel
8% 4277
12% 4- 18
Sprendimas. Pazymékime u = 2%, v =3% y == = (%)x Tada
- 8" +27" WP +vt  (utv)(w—uw+0?)
1204180 wu +wn? uv(u + v) B
w —uw+v? u o w 1
uw v
1 ) 1 1)° , 1
y+-=6, y+2+5=|y+—] =36, y + = =34
Y Y Y )
647 +729" w400 (WP +0?)(ut —utP 4+ ut)
1442 + 324 yio? 4 w0t u?v?(u? + v2) B
ut —uto? ot u? 0P , 1
Ats.: 33.



