Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduotys 9-10 klasei
2019 m.

1 uzdavinys. Raminta ir Gerda pasiémé po kruvele monety ir 20 karty keitési
monetomis. Pirmieji 10 apsikeitimy buvo tokie: Raminta Gerdai atiduodavo trec¢dalj
tuo metu savo turimy monety, o Gerda Ramintai atiduodavo du trecdalius tuo metu
savo turimy monety. Likusiy 10 apsikeitimy metu Raminta Gerdai atiduodavo tris
penktadalius tuo metu savo turimy monety, o Gerda Ramintai — du penktadalius.
Kaskart mergaités atiduodavo viena kitai monetas tuo paciu metu (o ne viena po
kitos). Pabaigoje Raminta turéjo 72 monetas. Kiek monety turéjo Gerda po penktojo
apsikeitimo?

2 uzdavinys. Naturalyjj skaiciy vadinsime siymeciu, jei jo skaitmeny suma lygi
2019. Visus siymecius naturaliuosius skaicius isrikiuokime didéjimo tvarka:
al’ a27 a37 AR
a) Raskite a.

b) Keliais nuliais baigiasi skai¢ius ajgo + 17

3 uzdavinys. Trikampio ABC krastines AB ir BC lygios. Jose atitinkamai pazy-
meti tokie taskai M ir N, kad BN = NM = MA ir BM = AC. Raskite trikampio
ABC kampus.

4 uzdavinys. Naturalyjj skaic¢iy n vadinsime uZdvejinamu, jei egzistuoja toks na-
turalusis skaicius a, kad skaiCiaus n - a desimciy (t. y. antrasis nuo galo) skaitmuo
yra 2. Keli naturalieji skaic¢iai nuo 1 iki 999 néra uzdvejinami?

5 uzdavinys. Raskite visus lygciy sistemos

2z + 3{y} = —4,5,
6{z} + Ty = 8,9

realiuosius sprendinius (z,y).

Pastaba. Kiekvienam realiajam skaiciui a didziausias sveikasis skaicius, nevirsijan-
tis a, vadinamas skaiciaus a sveikaja dalimi ir Zymimas [a], o skaicius a— [a] vadinamas
skaiCiaus a trupmenine dalimi ir Zymimas {a}.

Kiekvienas uzdavinys vertinamas 5 taskais.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduociy 9- 10 klasei sprendimai
2019 m.

1 uzdavinys. Raminta ir Gerda pasiémé po kruvele monety ir 20 karty keitési mo-
netomis. Pirmieji 10 apsikeitimy buvo tokie: Raminta Gerdai atiduodavo trec¢dalj tuo
metu savo turimy monety, o Gerda Ramintai atiduodavo du trec¢dalius tuo metu savo
turimy monety. Likusiy 10 apsikeitimy metu Raminta Gerdai atiduodavo tris penkta-
dalius tuo metu savo turimy monety, o Gerda Ramintai — du penktadalius. Kaskart
mergaiteés atiduodavo viena kitai monetas tuo paciu metu (o ne viena po kitos). Pabai-
goje Raminta turéjo 72 monetas. Kiek monety turéjo Gerda po penktojo apsikeitimo?

Sprendimas. Jei pries bet kurj iS 10 pirmyjy apsikeitimy Raminta turéjo x monetuy,

o Gerda — y monety, tai to apsikeitimo metu Raminta prarado %, o jgijo %y monety.

Tada po apsikeitimo Raminta jau turéjo

L 2 2y 2(x +y)
3 3 3

monety. Analogiskai Gerda po apsikeitimo turéjo % monety. Ramintos ir Gerdos
turimy monety santykis tapo 2 : 1. Analogiskai randama, kad po kiekvieno is$ pas-
kutiniyjy 10 apsikeitimy tas santykis buvo 2 : 3. Vadinasi, pabaigoje Gerda turéjo
% - 72 = 108 monetas.

IS viso monety buvo 72 4+ 108 = 180. Po penktojo apsikeitimo Raminta ju turéjo
dvigubai daugiau nei Gerda, t. y. Raminta turéjo 2 is 2 + 1 = 3 daliy, o Gerda — vieng
is 3 daliy, trecdalj monety. Vadinasi, po penktojo apsikeitimo Gerda turéjo 180 : 3 = 60
monety.

Pastaba. Is sprendimo lengvai iSplaukia, kad Raminta ir Gerda po kiekvieno is pir-
muyjy 10 apsikeitimy vis turédavo atitinkamai po 120 ir 60 monety, o po kiekvieno is
paskutiniyjy 10 apsikeitimy — atitinkamai po 72 ir 108 monetas. O stai po kiek monety
jos turéjo pradzioje, nustatyti nejmanoma.

Ats.: 60.

2 uzdavinys. Naturalyji skaic¢iy vadinsime siymeciu, jei jo skaitmeny suma lygi

2019. Visus Siymecius naturaliuosius skaicius iSrikiuokime didéjimo tvarka:
ai, az,as, . ..

a) Raskite a;.
b) Keliais nuliais baigiasi skaicius ajpg + 17



Sprendimas. Mazesni yra tie Siumeciai skaiciai, kurie turi maziau skaitmeny. Tarp
siymeciy skaic¢iy, turin¢iy po lygiai skaitmeny, mazesni yra tie, kuriy pirmasis skaitmuo
mazesnis. Tarp Siymeciy skaiciy, turin¢iy po lygiai skaitmeny ir tokj pati pirmaji
skaitmenj, mazesni yra tie, kuriy antrasis skaitmuo mazesnis, ir t. t.

a) I8 2019 > 9 - 224 isplaukia, kad siymetis skaiCius turi daugiau nei 224 skaitmenis.
Jei Siumetis skaicius turi 225 skaitmenis, tai jo pirmasis skaitmuo yra ne mazesnis nei
2019 — 9 - 224 = 3. Be to, sSi reikSme pasiekiama, tik kai visi kiti 224 skaitmenys yra
devynetai. Taip gauname a; = 399...99.

b) Is a) dalies sprendimo iSplaukia, kad toliau turime ieskoti siumeciy skaiciy, turin-
¢iy 225 skaitmenis ir kuriy pirmasis skaitmuo yra 4 (arba, jei tokiy néra, dar didesniy
skaic¢iy). Ju ieskokime taip: vietoj nezinomy 224 skaitmeny imkime devynetus (didziau-
sia galima skaitmens reikSmeé) ir ziurékime, kaip juos galima sumazinti, kad skaitmeny
suma tapty 2019. Skaiciuje 499...99, kurio skaitmeny suma yra 2020, reikia vieng is
skaitmeny sumazinti vienetu (pakeisti 9  8). Taip gautas skaicius tuo mazesnis, kuo to-
liau j kaire yra skaitmuo 8. Todél as = 489...99, a3 =498...99, ..., axs =499...98.

Skaic¢iuje ajgo astuonetas yra 100-asis skaitmuo, po kurio eina 225 — 100 = 125
devynetai. Vadinasi, ajgg + 1 =499...9900...00 baigiasi 125 nuliais.

Ats.: a) 4-10%* — 1 =399...99; b) 125.

3 uzdavinys. Trikampio ABC krastinés AB ir BC' lygios. Jose atitinkamai pazy-
méti tokie taskai M ir N, kad BN = NM = MA ir BM = AC. Raskite trikampio
ABC kampus.

Sprendimas. Pastebékime, kad
CN=BC-BN=AB—- MA=BM = AC.

Todél trikampis ACN lygiasonis — kaip ir trikampiai ABC, AMN, BNM. Siy keturiy
trikampiy kampa prie pagrindo atitinkamai pazymékime «, 3,7,d (Zr. pav.). Dabar

belieka pasinaudoti jvairiais elementariais sarysiais tarp siy kampuy.
B




Trikampyje ACN turime f = ZACN = 180° — 2«. Trikampyje ABC' turime § =
= /LABC = 180° — 23 = 4 — 180°. Trikampyje BN M turime ZBNM = 180° — 20 =
= 540° — 8a. Lygiasonio AABC kampai BAC ir BCA lygus: f = « + v ir todél
v = f—a = 180°—3a. Istiestini ZBNC sudaro trys kampai: 180° = a+~v+/4BNM =
= 720° — 10«. Vadinasi,

10a = 540°, a=>54°, B=72°, §=36°.

Trikampio ABC kampai lygus 72°, 72°, 36°.
Ats.: 72°, 72°, 36°.

4 uzdavinys. Naturalyjj skaic¢iy n vadinsime uZdvejinamu, jei egzistuoja toks natu-
ralusis skaiCius a, kad skaiCiaus n - @ de$iméiy (t. y. antrasis nuo galo) skaitmuo yra 2.
Keli naturalieji skaiciai nuo 1 iki 999 néra uzdvejinami?

Sprendimas. Jei naturaliajam skaic¢iui n egzistuoja toks naturalusis skaicius b, kad

n - b baigiasi skaitmeniu 2, tai n yra uzdvejinamas: tereikia imti a = 10b, ir tada
n-a=(n-b-10=...2-10=...20.

Be to, jei skaiciui n egzistuoja toks b, tai ir skai¢ius 10n yra uzdvejinamas: jam tereikia
imti @ = b, ir vél 10n - a = 10nb = ... 20.

Skaiciaus b ieskoti yra paprasciau nei salygoje nurodyto skaic¢iaus a, nes naturaliy-
ju skaic¢iy sandaugos paskutinis skaitmuo priklauso tik nuo dauginamyjy paskutiniy
skaitmeny. Pavyzdziui, padauginus skai¢iy, kuris baigiasi skaitmeniu 3, is 4, sandauga
visada baigiasi skaitmeniu 2, nes 3-4 = 12. Dél to visi naturalieji skai¢iai, kurie baigiasi
skaitmeniu 3, yra uzdvejinami. Dél musy pastebéjimo apie skaic¢iy 10n uzdvejinami yra

ir skaiciai, kurie baigiasi skaitmenimis 30. Analogiskai lygybés
1-2=2-1=2, 3:-4=4-3=12, 6-7=7-6=42, 8-9=9-8=72

parodo, kad reikiamas b egzistuoja visiems naturaliesiems skai¢iams, kurie baigiasi
skaitmeniu 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9: atitinkamai galima imti b = 2, 1, 4, 3, 7, 6, 9, 8.
Vadinasi, visi naturalieji skaiciai, kurie nesibaigia skaitmeniu 0 arba 5, yra uzdvejina-
mi. Taip pat deél to visi skaiciai, kurie baigiasi nuliu, bet ne skaitmenimis 50 arba 00,

yra uzdvejinami.

Jein = ...5, tai n nelyginis ir dalijasi is 5. Tada skaic¢ius 5n nelyginis ir dalijasi iS 25.
Skaiciai, kurie dalijasi is 25, baigiasi skaitmenimis 25, 50, 75 arba 00. Todél 5n = ... 25
arba 5n = ...75. Antruoju atveju

on=5n+dn+dn=...754+...75+...70 = ...25.

Taigi bet kuris n = ...5 yra uzdvejinamas: galime imti a = 5 arba a = 15.



Mums liko skaiciai, kurie baigiasi skaitmenimis 50 arba 00, t. y. skaiciai, kurie dalijasi
is 50. Jei n dalijasi is 50, tai ir n - a dalijasi i$ 50 (bet kokiam naturaliajam a). Bet
tada n-a = ...50 arba ...00, t. y. deSimciy skaitmuo lygus 0 arba 5, bet niekada 2.
Vadinasi, skaic¢ius n néra uzdvejinamas tada ir tik tada, kai dalijasi is 50.

Nuo 1 iki 999 yra 19 skaiciy, kurie dalijasi is 50: tai 50, 100, 150, ..., 900, 950 = 50-19.

Ats.: 19.

5 uzdavinys. Raskite visus lygciy sistemos

2z + 3{y} = —4,5,
6{z} + 7y =89
realiuosius sprendinius (z,y).

Pastaba. Kiekvienam realiajam skaic¢iui a didziausias sveikasis skaicius, nevirsijan-
tis a, vadinamas skai¢iaus a sveikaja dalimi ir zymimas [a], o skai¢ius a — [a] vadinamas
skai¢iaus a trupmenine dalimi ir zymimas {a}.

Sprendimas. 18 sveikosios dalies apibrézimo iSplaukia, kad visada [a] < a < [a] + 1 ir
todél 0 < {a} < 1. Pertvarkykime pirmaja sistemos lygti:

2([x] +{z}) +3{y} = —45,  2{a}+3{y} = 45— 2[a].
Kadangi 0 < 2{z} +3{y} < 2+3 =5, o skaicius [z] sveikasis, tai gali tikti tik [z] = —3
arba —4. (Kitais atvejais —4,5 — 2[z] reiksmeé arba didesné uz 5, arba mazesné uz 0.)
Atitinkamai 2{x} + 3{y} = 1,5 arba 3,5.
Analogiskai pertvarkome antraja sistemos lygtj:
6{z} +7{y} =89 —T7y|.

Kadangi 0 < 6{z} + 7{y} < 6+ 7 = 13, o skaiCius [y] sveikasis, tai gali tikti tik [y] = 1
arba 0. Atitinkamai 6{z} + 7{y} = 1,9 arba 89.

Pazymékime z = 2{x} +3{y}, t = 6{z} +7{y}. Tada 32—t =2{y} ir 3t -7z = 4{z}.
Kait = 1,9, tai 4{z} < 3-2—7-1 < 0. Todél lieka atvejis t = 8,9 ir [y] = 0. Jei
z = 1,5, tai 2{y} = 4,5 — t < 0. Lieka atvejis z = 3,5 ir [z] = —4. Randame

{y} =Bz—-1t):2=(10,5-138,9) : 2=10,8, y= [yl +{y} =03,
{z}=(z-3{y}):2=(3,5—24) :2=0,55, r = [z] + {x} = —3,45.

Gautasis sprendinys tenkina pradine sistema.

Ats.: (—3,45, 0,8).



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduotys 11-12 klasei
2019 m.

1 uzdavinys. Lentoje mazé¢jimo tvarka is kaires j deSine uzrasyti skaiciai
1 1 1 1
1+—=, 14+—=, 14+—, ..., 1+ ——
+28’ +297 +30’ ’ +2019
(t. y. k-tasis uzraSytas skaicius lygus 1+ 5-17). Vienu éjimu leidZiama nutrinti kai-
riausiajj ir desiniausiajj tuo metu lentoje uzrasytus skaicius. Po kiekvieno tokio éjimo
apskaic¢iuojama lentoje uzrasyty skaic¢iy sandauga P.
a) Nustatykite, kokia bus P reikSmé po 4 ir po 228 éjimy.
b) Kiek skirtingy naturaliyjy reiksmiy bus jgijusi i sandauga, prieS nutrinant
paskutinius du skaicius?

2 uzdavinys. Naturalyjj skaic¢iy vadinsime siymeciu, jei jo skaitmeny suma lygi
2019. Visus siymecius naturaliuosius skai¢ius iSrikiuokime didéjimo tvarka:

ai,az,as, ...

a) Raskite a1 ir a3.
b) Keliais nuliais baigiasi skai¢ius aggig + 17

3 uzdavinys. Staciojo trikampio ABC jzambinéje AB pazyméti tokie taskai D ir F,
o statinyje BC — toks taskas F', kad atkarpos CD ir FE statmenos atkarpai AB ir
DE = CD. Raskite kampg CAF.

4 uzdavinys. Naturalyjj skaiciy vadinsime suderintu, jei jis tenkina Sias dvi saly-
gas: 1) jo visi skaitmenys yra vienetai; 2) jis dalijasi tiek is 11, tiek is 41 su liekana 1,
018 9 — su liekana 7.

a) Kiek skaitmeny turi maziausias suderintas naturalusis skaic¢ius?

b) Duota, kad kazkokiy dviejy suderinty naturaliyjy skaiciy skirtumas nesidalija i$
naturaliojo skaic¢iaus N > 35. Kokios yra dvi maziausios galimos N reiksmés?

5 uzdavinys. Raskite visus lygéiy sistemos

2z 4 3{y} = —4,5,
6{x} + 7y = 8,9

realiuosius sprendinius (z,y).

Pastaba. Kiekvienam realiajam skaic¢iui a didziausias sveikasis skaic¢ius, nevirsijan-
tis a, vadinamas skaiciaus a sveikaja dalimi ir Zymimas [a], o skaicius a —[a] vadinamas
skai¢iaus a trupmenine dalimi ir Zymimas {a}.

2 uzdavinys vertinamas 6 taskais, 4 uzdavinys — 7 taskais, 1, 3, 5 uzdaviniai — 5 taskais.



Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada
Rajono (miesto) etapo uzduociy 11-12 klasei sprendimai
2019 m.

1 uzdavinys. Lentoje mazéjimo tvarka is kairés i deSine uzrasyti skaiciai

1+ ! 1+ ! 1+ ! 1+ !
28’ 29’ 300 7 2019
(t. y. k-tasis uZrasytas skaicius lygus 1 + ﬁ) Vienu éjimu leidziama nutrinti kai-

riausigjj ir desiniausiaji tuo metu lentoje uzrasytus skaicius. Po kiekvieno tokio éjimo
apskaic¢iuojama lentoje uzrasyty skaic¢iy sandauga P.

a) Nustatykite, kokia bus P reiksmé po 4 ir po 228 éjimy.

b) Kiek skirtingy naturaliyju reiksmiy bus jgijusi si sandauga, pries nutrinant pas-
kutinius du skaicius?

Sprendimas. Po n éjimy lentoje bus uzrasyti skaiciai

1 14+ 1
284+n" 2019 —n

1+

Kadangi 1 + % = k—zl, tai

(294 n)(30+n)...(2020 —n) 2020 —n
(284 n)(29+n)... (2019 —n)  28+n

a) Kain =4, tai P =208 =63. Kain =228 tai P =12 =7.

b) Reikia iSsiaiskinti, kada 2020 — n dalijasi is 28 + n. Taip bus tada ir tik tada, kai
(2020 — n) + (28 + n) = 2048 = 2! dalijasi i$ 28 + n. Vadinasi, 28 + n yra dvejeto
laipsnis. Tinka 5 reiksmeés: n = 2° — 28 =4, n = 26 — 28 = 36, n = 27 — 28 = 100,
n = 2% — 28 = 228, n = 2% — 28 = 484. O kitas skaicius n = 2 — 28 = 996 jau per
didelis, nes po tiek éjimy visi 2019 — 27 = 1992 = 996 - 2 skaiciai jau bus nutrinti.

Ats.: a) 63 ir 7; b) 5.

2 uzdavinys. Naturalyjj skaiciy vadinsime Siymeciu, jei jo skaitmeny suma lygi 2019.

Visus siymecius naturaliuosius skaicius isrikiuokime didéjimo tvarka:
ai,az,as,. ..

a) Raskite a; ir as.
b) Keliais nuliais baigiasi skai¢ius agg1g + 17

Sprendimas. Mazesni yra tie Siymeciai skaic¢iai, kurie turi maziau skaitmeny. Tarp

siymeciy skaic¢iy, turin¢iy po lygiai skaitmeny, mazesni yra tie, kuriy pirmasis skaitmuo



mazesnis. Tarp Siymeciy skaiciy, turin¢iy po lygiai skaitmeny ir tokj pati pirmaji
skaitmenj, mazesni yra tie, kuriy antrasis skaitmuo mazesnis, ir t. t.

a) I8 2019 > 9 - 224 isplaukia, kad siymetis skaiCius turi daugiau nei 224 skaitmenis.
Jei Siymetis skaicius turi 225 skaitmenis, tai jo pirmasis skaitmuo yra ne mazesnis nei
2019 — 9 - 224 = 3. Be to, si reikSmeé pasiekiama, tik kai visi kiti 224 skaitmenys yra
devynetai. Taip gauname a; = 399...99.

Toliau turime ieskoti Siymeciy skaiciy, turinciy 225 skaitmenis ir kuriy pirmasis
skaitmuo yra 4 (arba, jei tokiu néra, dar didesniy skaic¢iy). Juy ieskokime taip: vie-
toj nezinomy 224 skaitmeny imkime devynetus (didZiausia galima skaitmens reiksmeé)
ir ziurékime, kaip juos galima sumazinti, kad skaitmeny suma tapty 2019. Skaiciuje
499...99, kurio skaitmeny suma yra 2020, reikia viena is skaitmeny sumazinti vienetu
(pakeisti 9 i 8). Taip gautas skaicius tuo mazesnis, kuo toliau j kaire yra skaitmuo 8.
Todél ag =489 ...99, ag =498...99, ..., ass; =499...98.

b) I$ a) dalies sprendimo iSplaukia, kad toliau turime ieskoti Siumeciy skaiciy, turinciy
225 skaitmenis ir kuriy pirmasis skaitmuo yra 5. Skaiciaus 599...99 skaitmeny suma
2021 reikia sumazinti 2: arba 9 pakeisti j 7, arba 9 ir 9 pakeisti j 8 ir 8.

Pirmiausiai eina skai¢ius 57 ... ir 223 skaic¢iai 58 ... (yra 223 budai pasirinkti antrojo
astuoneto pozicija). Tada skaidius 597... ir 222 skaiciai 598..., skaic¢ius 5997... ir
221 skaicius 5998 ... Toliau atitinkamai eina 1 + 220 skai¢iy (kuriy 5-asis skaitmuo
néra 9), 14219 skaiciy (6-asis skaitmuo néra 9), 1+ 218 skaiciy (7-asis), 1+ 217 skaiciy
(8-asis), 1 4 216 skaiciu (9-asis) Jau turime 225 + 224 + ... + 217 = 1989 Siymecius
skaic¢ius. Tada eina ajggg = 5999999997 ... ir 215 skaic¢iy 5999999998 ... Mums reikia
2019 — 1990 = 29-ojo is siy 215-0s. Antrasis asStuonetas pirmajame is 215 skaiciy
a1991 yra 10 + 1 = 1l-asis skaitmuo ir vis slenka per viena pozicija i desine. Todél
29-ajame skaiciuje antrasis astuonetas yra 10 4+ 29 = 39-asis skaitmuo, po kurio eina
225 — 39 = 186 devynetai. Vadinasi, agg19 + 1 baigiasi 186 nuliais.

Ats. a) @y = 410224 —1=2399...99, a3 =499 - 10?22 — 1 = 49899....99; b) 186.

3 uzdavinys. Staciojo trikampio ABC' jzambinéje AB pazymeéti tokie taskai D ir F,
o statinyje BC — toks taskas F', kad atkarpos C'D ir F'FE statmenos atkarpai AB ir
DE = CD. Raskite kampa CAF.

Pirmas sprendimas. ISveskime statmenj F'G is tasko F' i atkarpa C'D (Zr. pav.).
A




Kadangi tieses C'D ir F'E statmenos tiesei AB, tai jos lygiagrecios, o atstumas tarp ju
yra bet kurio statmens, iSvesto is vienos tiesés j kita, ilgis: FF'G = ED. Kadangi

/FCG = 90° — ZACD = 90° — (90° — ZCAD) = ZCAD

ir ZADC = 90° = ZCGF, tai AACD ~ ACFG. Be to, kadangi FG = ED = CD,
tai trikampiai yra ne tik panasus, bet ir lygus. Vadinasi, AC' = C'F’, o trikampis ACF
yra statusis ir lygiasonis. Tokio trikmapio kampas CAF' lygus 45°.

Antras sprendimas. Statieji trikampiai AC'D ir FFBE turi po bendrg smailyjj kampa
su trikampiu ABC, todél visi sie trikampiai turi tokius pacius kampus ir yra tarpusavyje
panasus. Kadangi CD||FE, tai pagal Talio teorema DE : CF = BE : BF. Tada

DE:CF=BF:BF=CD:CA=DFE:CA

ir CF = CA. Trikampis ACF statusis ir lygiasonis, jo kampas CAF' lygus 45°.
Trecias sprendimas. Trikampis C'DE yra statusis ir lygiasonis, todél ZCED = 45°
ir Z/OCEF = 90° — ZCED = 45°. Kadangi ZACF + ZAEF = 90° + 90° = 180°, tai
apie keturkampj AC'FE galima apibrézti apskritima. Ibréztiniai kampai CAF ir CEF
remiasi j ta patj to apskritimo lankg, ir ZCAF = ZCEF = 45°.
Ats.: 45°.

4 uzdavinys. Naturalyjj skaiciy vadinsime suderintu, jei jis tenkina Sias dvi salygas:
1) jo visi skaitmenys yra vienetai; 2) jis dalijasi tiek is 11, tiek i$ 41 su liekana 1, 0 i$ 9
— su liekana 7.

a) Kiek skaitmeny turi maziausias suderintas naturalusis skaicius?

b) Duota, kad kazkokiy dvieju suderinty naturaliyju skai¢iy skirtumas nesidalija i$
naturaliojo skaiciaus N > 35. Kokios yra dvi maziausios galimos N reikSmeés?

Sprendimas. Skaiciy, tenkinantj 1) salyga ir turintj n skaitmeny, pazymékime U,,.

a) Remiantis 2) salyga, skai¢ius U, — 1 = 10U,,_; turi dalytis i$ 11 ir i§ 41. Taip bus,
jei U,_1 dalijasi is 11 ir is 41.

Pastebékime (pavyzdziui, dalydami 111... i§ 41 kampu), kad Uy, Uy, Us ir Uy i$
41 nesidalija, o U; = 41 - 271 dalijasi. Jei naturalusis skaicius m dalijasi is 5, tai
U, = Us - 100001 ...00001 dalijasi is 41. Jei m > 5 dalijasi i$ 5 su liekana r # 0, tai
Uy =Up_U, = Uy - 10" +U,, kur U,,_, i$ 41 dalijasi, o U, i$ 41 nesidalija. Vadinasi,
U, dalijasi i$ 41 su liekana 1 tada ir tik tada, kai n — 1 dalijasi is 5.

Remdamiesi panasia logika, bet paprasc¢iau gauname, kad U,, dalijasi is 11 su liekana 1
tada ir tik tada, kai n — 1 dalijasi iS 2. Panasiai galima istirti ir daluma i 9. Remiantis
dalumo i$ 9 pozymiu, U, dalijasi is 9, kai m dalijasi i 9. Galima patikrinti, kad tarp
skaiciy Uy, Us, ..., Us i$ 9 su liekana 7 dalijasi tik U7. Jei m > 9 dalijasi is 9 su liekana
r# 0, tai Uy = Upn_yU, = Uy - 107 + U,., kur U,,_, dalijasi i§ 9, o U, dalijasi i$ 9



su liekana 7, tik jei r = 7. Vietoj viso to galima pasinaudoti ir tokia iSpléstine dalumo
pozymio formuluote: naturalusis skaicius dalijasi iS 9 su tokia liekana, su kuria is 9
dalijasi jo skaitmeny suma. Bet kuriuo atveju jau galime performuluoti 2) salyga: n—1
turi dalytis i$ 2 ir iS 5 be liekanos, o n — dalytis iS 9 su liekana 7.

Belieka rasti maziausia n, tenkinantj pakeistaja 2) salyga. n — 1 dalijasi is 2 ir i$ 5,
kai dalijasi is 2 - 5 = 10, t. y. kai n baigiasi vienetu. Tikrindami i$ eilés skaicius 1, 11,
21, ..., randame maziausia, kuris dalijasi is 9 su liekana 7. Tai skaic¢ius 61.

b) Du suderintus skai¢ius pazymeékime U, ir U,. Galime laikyti, kad m > n. Tada
A=U,—-U, = U,_, 10" nesidalija i N, bet dalijasi is 11, 41 ir 9. I$ a) dalies
sprendimo matome, kad m — n turi dalytis i$ 2, 5 ir 9, t. y. i$ 90. Be to, n > 61. Tada
A dalijasi i$ 2, 4, 8, 5, 3 ir 9.

Tarkime, kad skaicius p # 2, 3,5 yra pirminis. IS Mazosios Ferma teoremos iSplaukia,
kad skaicius 9U,_; = 10~ — 1, todeél ir U,_; dalijasi i$ p. Jei k dalijasi i$ p — 1, tai Uy
dalijasi is U,_1, todél ir i§ p. Kadangi m — n dalijasi i 6 ir 18, tai A dalijasi i§ 7 ir 19.
Galima patikrinti, kad Uy, todél ir U,,_,, bei A dalijasi iS 13. Analogiskai Us, todél ir
A dalijasi is 37. Taip pat gauname, kad Uy, ir Ugy dalijasi i$ 43, o Usy ir Ugg — i 23.

Jau turime, kad A dalijasi i 36 =4-9, 37,38 =2-19,39 =3-13,40 =5 -8, 41,
42 =2-3-7,44 =4-11, 45 = 5-9. Taigi tarp 35 ir 47 liecka tik 2 naturalieji skaiciai,
is kuriy A galimai nesidalija: 43 ir 46.

Remiantis a) dalies sprendimu, galima imti n = 61 ir m = 90 + 61 = 151. Tada
A = Uyy-10%. Kadangi Ug = 111 -1001 nesidalija i§ 43, tai skaiciai Ugy = Ugy - 10° + Ug
ir A nesidalija i$ 43. Analogiskai skaiciai Ugyg = Ugg - 100 + 11 ir A nesidalija i$ 23 nei
is 46.

Ats.: a) 61; b) 43 ir 46.

5 uzdavinys. Raskite visus lygéiy sistemos

2z + 3{y} = —4,5,
6{z} + 7y =89
realiuosius sprendinius (z,y).
Pastaba. Kiekvienam realiajam skaiciui a didziausias sveikasis skaic¢ius, nevirsijan-
tis a, vadinamas skaiciaus a sveikaja dalimi ir Zymimas [a], o skai¢ius a — [a] vadinamas

skai¢iaus a trupmenine dalimi ir Zymimas {a}.

Sprendimas. IS sveikosios dalies apibrézimo iSplaukia, kad visada [a]| < a < [a] + 1 ir
todél 0 < {a} < 1. Pertvarkykime pirmaja sistemos lygti:

2([z] + {z}) + 3{y} = —4,5, 2{z} + 3{y} = —4,5 — 2[z].



Kadangi 0 < 2{z} +3{y} < 2+3 =5, o skaicius [z] sveikasis, tai gali tikti tik [z] = —3
arba —4. (Kitais atvejais —4,5 — 2[z] reikSmé arba didesné uz 5, arba mazesné uz 0.)
Atitinkamai 2{z} + 3{y} = 1,5 arba 3,5.
Analogiskai pertvarkome antrajg sistemos lygtj:
6{z} +7{y} =89 = Tly.

Kadangi 0 < 6{z} + 7{y} < 6+ 7 = 13, o skaiCius [y] sveikasis, tai gali tikti tik [y] = 1
arba 0. Atitinkamai 6{z} + 7{y} = 1,9 arba 8,9.

Pazymékime z = 2{z}+3{y}, t = 6{z} +7{y}. Tada 32—t =2{y}ir 3t —7z = 4{x}.
Kait = 1,9, tai 4{z} < 3-2—-7-1 < 0. Todél lieka atvejis t = 8,9 ir [y] = 0. Jei
z=1,5, tai 2{y} = 4,5 — t < 0. Lieka atvejis z = 3,5 ir [¢] = —4. Randame

{y}=Bz—-1t):2=(10,5-138,9) : 2=10,38, y=ly]+{y} =08,
{z} =(2—3{y}) : 2= (3,5-24) : 2= 0,55, r = [z] + {z} = —3,45.

Gautasis sprendinys tenkina pradine sistema.

Ats.: (—3,45, 0,8).



